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Fir den Entwurf von Wirbelstrombremsen oder Wirbelstromkupplungen, fiir die sich in 
der letzten Zeit ein starkeres Interesse bemerkbar macht, und bei denen sich eine Eisenscheibe 
oder ein Eisenzylinder geniigender Starke an einer mit Gleichstrom erregten Polanordnung 
vorbeibewegt, interessiert einmal der zu erwartende Zusammenhang zwischen Bremskraft — oder 
Bremsmoment — und Erregerstrom bei konstanter Drehzahl und andererseits die Abhangigkeit 
der Bremskraft von der Drehzahl bei konstant gehaltener Erregung. Um diese Kennwerte zu 
erhalten, geht man aus von der Beschreibung des Feldverlaufs in Abhangigkeit von der Ge- 
schwindigkeit und gewinnt durch AnschluB an die durch die Erregeranordnung gegebenen Rand- 
bedingungen den Zusammenhang zwischen Bremsmoment und Erregerstrom. 

Die Theorie der massiven Wirbelstrombremsen wurde bereits von RUDENBERG [1] mit seiner 
Dissertation in groBer Allgemeinheit bis zu praktisch anwendbaren Ergebnissen gefiihrt. Ein- 
fachere Naherungsformeln, bei deren Ableitung von recht groben Naherungen ausgegangen 
wurde, stammen von ROSENBERG [2]. Es gelingt auf dem von RUDENBERG angegebenen Weg 
einfacher zu tibersichtlichen Ergebnissen zu kommen, wenn man ausgeht von den Verkniipfungs- 
gleichungen zwischen elektrischem und magnetischem Feld. Man erhalt dann drei gleich auf- 
gebaute Differentialgleichungen 2. Ordnung, die nach Integration wieder 3 gleich gebaute Feld- 
gleichungen mit 3 Integrationskonstanten ergeben. Von diesen 3 Konstanten kénnen 2 mit Hilfe 
des quellenfreien Feldes im Bremskérper bzw. durch Anwendung der Wirbelbedingung auf die 
dann allein iibrig bleibende dritte Konstante zuriickgefithrt werden, die ihrerseits durch AnschluB 
an die von der Polanordnung abhiangigen Randbedingungen bestimmt werden kann. Wenn auch 
die so erhaltenen Ergebnisse, abgesehen von der abweichenden Schreibweise, praktisch mit den 
von RUDENBERG angegebenen itibereinstimmen, so wird doch die gréBere Durchsichtigkeit der 
Rechnung und der dadurch bedingte bessere Einblick in die physikalischen Vorgange zusammen 
mit der Kontrolle an ausgefiihrten Bremsen bei der zunehmenden Bedeutung der Wirbelstrom- 
bremsen diese Arbeit rechtfertigen. 


Maégnetische Erregung und magnetisches Feld von Wirbelstrombremsen 


Vor und in einer mit Gleichstrom erregten Polanordnung nach Bild 1, wie sie einem Polrad 
mit geniigend groBem Durchmesser (D, fiir AuBen-, D; fiir Innenpolbremsen) entspricht, wird 
sich ein magnetisches Feld ausbilden, das mit dem erregenden Strom iiber das Durchflutungs- 
gesetz zusammenhangt. Wenn nur die Erregerstréme umschlungen werden, mu8 auf einem 
beliebigen Wege sein: 

Dre lem 2 php es Sp Up, (1) 


§, und $p» sind dabei die Feldstarken in Luft bzw. im Polrad in Richtung der Feldlinien, 
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Fiir das zu behandelnde Problem interessiert zunachst die Feldverteilung an der Polschuh- 
oberflache, die hier unter Vernachlassigung der Streuung und unter der Annahme eines kleinen 
Luftspaltes den in Bild 2 skizzierten Verlauf haben wird. Je Pol ist nach Gl. (1) offenbar der 
Wert 

- SG. =O =H I~ J Oly (2) 
nach auBen wirksam, den wir mit 9 bezeichnen und die Durchflutung an der Polschuhoberflache 


nennen wollen. Diese Darstellung gestattet die Abtrennung der Vorgange im Erregerteil, wozu 


auch die Beriicksichtigung der Streuung gehért, von denen im eigentlichen Bremskorper. @ ist 
dabei eine Abktirzung fiir die rechte Seite von Gl. (2). Den doppelten Wert bezeichnet man auch 
als magnetische Spannung zwischen den Polschuhen. 


a a 


ae 


\ Ha, Luft 


¥ 
Bild1. Erregeranordnung mit Polen wechselnder Polaritat. 


Bild 2. Nach auBen wirksame Durchflutungsverteilung Bild3. Brechung der magnetischen Feldlinien 
der Erregeranordnung nach Bild 1. beim Ubertritt vom Luftraum in Eisen, 


Bringt man nun in das magnetische Feld vor den Polen einen Eisenkérper mit einer gegentiber 
Luft erheblich gréB8eren Permeabilitat ~, so wird das Feld hierdurch verzerrt. Da an der Grenz- 
flache Luft/Eisen die Tangentialkomponenten der Feldstarke einander gleich sein miissen, also 


H,, = H, (3) 
und andererseits die Normalkomponenten der Induktion einander gleich sind, also 

By re B, 
oder (4) 

Myo Hi, = wb A, 

so wird 

a 

H, Ho (5) 


Es ergibt sich also eine Brechung der schrag auf die Eisenoberflache auftreffenden Feldlinien 
wie in Bild 3, die wegen des i. a. kleinen Luftspaltes bei den Feldbetrachtungen zwar keine 
entscheidende Rolle spielen wird, deren Komponenten mit den Gl. (3), (4) und (5) aber wohl 
beriicksichtigt werden miissen. Als Koordinaten wurden hier schon x parallel zur Grenzflache 
und z senkrecht in den Eisenkérper hinein eingefiihrt. Ebenso sollen alle GréBen im Eisen, wie 
hier H, und H,, ohne weitere Indizes bezeichnet werden. 


Entstehung der Bremswirkung 


Nach diesen Vorbetrachtungen wollen wir uns den Verhaltnissen bei bewegtem Eisenkorper 
zuwenden, wodurch die Anordnung zur Wirbelstrombremse wird. Wir denken uns dazu einen 
massiven Eisenkérper im Abstand 6 quer zur Polanordnung mit der Geschwindigkeit 


dx 
ae (6) 
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bewegt, wie in Bild 4. Hier ist auch noch die Breite der Bremse in der y-Richtung gezeichnet, 
die wir jedoch als sehr groB annehmen wollen, zumindestens als groB gegen die Polteilung 7, 
also A—> 00, oder doch A/t > 1, so daB wir es mit einem ebenen Problem in der x-z-Ebene zu tun 
haben. Dann entstehen Stréme im Eisenkérper nur in der y-Richtung, deren Wirkungen die 


Bewegung zu hemmen suchen. Und 
FD Z 
@ 


zwar ist die im Eisen in Warme um- 
z Y SX, 
ACW TRS 


gewandelte elektrische Leistung bei 
dem spezifischen Widerstand g und 
der Stromdichte 7 je Polteilung 
IK 6 Mie (8) Bild 4. Prinzipielle Anordnung einer Wirbelstrombremse. 


Wi=J J fe-2?- dx dy dz“ (7) uw 


direkt gleich der mechanischen 
Bremsleistung 


W. 


mech ~ 


Um W,,., wie W,, in Watt zu erhalten, schreibt man Gl. (8) zweckmiBig als sog. ,,zugeschnittene 
GréBengleichung‘’. Man erhalt dann, da 


1 kW = 102 kgm/s 


oder 
1 W = 1,02- 104 gcm/s 
aus Gl. (8): 
Winech _ K pated § 1, OZ 104 
Ww g cm/s 
oder ‘ 
7 W 
W FotY 1,02 40%= = 


mech ~ gcm 


Feldveriauf bei Stillstand 


Bei zunachst stillstehendem Bremskérper, also fiir v = 0, wird sich nun der von der Erreger- 
anordnung ausgehende magnetische FluB iiber den Luftspalt im massiven Bremskérper aus- 
breiten, ohne von Wirbelstrémen behindert zu werden. Das Feld im Eisenkérper ist also wirbel- 
frei. Da es im Inneren des Bremskérpers auch quellenfrei ist, ist nach den Rechenregeln der 
Vektoranalysis (s. z.B. HUtre [3] oder FIscHEr [4}): 


2H OH aH 
We Ay = Hy by? 622 = O = (10) 


Diese Bedingung muB fiir die 3 Komponenten von §), also fiir H,, H, und H,, erfiillt sein, von 
denen wegen A = 00, H, = o ist. Da dann auch 6?/dy* = 0 ist, so ergeben sich als zu lésende Diffe- 
rentialgleichungen: 


2 2 

OH, , Oe | 

C= Oz LG (11) 
CH, | OH, } 
= = 1 —— On J 

On? z2 


In der zu erwartenden Lésung der zweiten Gleichung von Gl. (11): 

H, =A - f(z) - g(x) (12) 
miissen offenbar sowohl f(z) als auch g(x) Exponentialfunktionen sein, da die zweite Ableitung 
von H, nach x, bis auf das Vorzeichen, gleich der zweiten Ableitung nach z sein soll. Wegen 
dieses Vorzeichenwechsels mu8 dann eine der beiden Exponentialfunktionen imaginares Argu- 
ment haben, also eine periodische Funktion sein. Da die Polanordnung in der x-Richtung peri- 
odisch ist, wird g(x) periodisch sein miissen. Im einfachsten Fall wird also sein: 


B(4) = Re (24 = cosian a, (13) 
so daB wird: 
Hi = A -j(2)*cosax. (14) 
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a 


Differenziert man Gl. (14) nach x und z und setzt das Ergebnis in GI. (11) ein, so ergibt sich nach 
Integration: 


f(z) = e=** , (15) 


worin wegen der mit zunehmender Tiefe abnehmenden Feldstarke hier nur das —Zeichen zu 


nehmen ist, so daB man erhalt: 
eA 6 A COSKI (16) 


Ebenso kénnte man auch H, finden, was wir spater auch tun werden, wobei dann neben A noch 
eine zweite Integrationskonstante auftritt, deren Zusammenhang mit A erst gefunden werden 
muB. In diesem einfachen Fall kommt man besser auf folgendem Wege zum Ziel. 

Wegen des stillstehenden Bremskérpers war das Feld wirbelfrei, d. h. rot ) = 0, wofiir wir 


wegen A— oo, d.h. = =o und dH, = 0, auch schreiben kénnen: 
af 


Val 
ee, (17) 


Setzen wir hier den gefundenen Wert fiir H, ein und differenzieren ihn, so erhalten wir: 


OH = ee ee eas 
Oz 
also 
Nae 7s AA ING Le (18) 


Mit den gewdhlten Bezeichnungen wird « x = a fiir « = T, also ist 
4 
ee (19) 


Damit ist der Feldverlauf als Funktion von z und « bekannt und es ist lediglich noch die Kon- 
stante A durch Beriicksichtigung der Randbedingungen zu bestimmen. 


Anschlu8 der Feldgleichungen an die Randbedingungen 


Der gefundene Sinusverlauf der Feldstarke in Abhangigkeit von x setzt offensichtlich auch 
eine entsprechende Erregung voraus. Die durch die Erregeranordnung vor dem Bremskérper 
erzeugte Feldstarke- oder Induktionsverteilung wird jedoch i. a. von einer Sinusverteilung ab- 
weichen und z.B. ahnlich wie in Bild 2 sein. Dies schrankt aber die Allgemeinheit der Lésung 
nicht ein, weil sich jede mit der Polteilung periodische Funktion durch harmonische Analyse 
in Sinusschwingungen verschiedener Wellenlange 
oder Frequenz zerlegen la8t, von denen wir hier 
lediglich die Grundwelle der Durchflutung an der 
Polschuhoberflache 


0 =0-cosax (20) 


betrachten wollen, die auch Bild 5 zeigt. Zwischen 
den Punkten A und Bist dann, wie man sieht, die 
Durchflutungsdifferenz : 


n~ n~ 

O—0=@- (1 — cosa x) (21) 
Bild 5. Verhaltnisse im Luftspalt einer Wirbelstrombremse P : 5 nabuelet cet 
nach Bild 4 mit der Grundwelle der wirksamen Durchflutung. wirksam, die gleich dem Linienintegral der Feld- 


starke auf einem beliebigen Wege von A nach B 
sein mu, wenn keine Stréme von diesem Weg umschlungen werden. Wahlen wir den Weg von 
A in z-Richtung durch den Luftspalt bis zum Bremskérper, von dort an der Oberflache der 
Bremse, d. h. also bei z = 0, in x-Richtung bis x und wieder zuriick durch den Luftspalt nach B, 
so wird sein miissen: 


B 


O (1 — cos « x) = i H, - dl, = 6 [A,,(0) — H, ,(x)] + ene (22) 
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Die Ausrechnung liefert mit den Gln. (16) und (18) unter Berticksichtigung von Gl. (5): 


6 (1 — cosa) = 4. * (1 —cosaz) A + - (1— cosa), (23) 
woraus also folgt: 


ee oat 
° Mo a | a 24) 

Damit ist die Konstante A durch 0, d. h. durch den Erregerstrom, bestimmt, was noch genauer 

ausgefiihrt werden soll. Wir wenden uns jetzt zunachst dem Strom im Bremskérper zu. 


Die Verhaltnisse bei sehr kleinen Geschwindigkeiten 


Ein elektrischer Strom und damit eine Bremswirkung wird natiirlich nur auftreten kénnen, 
wenn sich der Bremsk6rper, wenn auch langsam, bewegt. Die Geschwindigkeit v sei nun zunachst 
so klein, daB sich zwar eine Wirbelstrémung ausbilden soll, die Riickwirkung der Wirbelstréme 
auf das diese erzeugende Feld sei jedoch noch vernachlassigbar. Das bedeutet, wir wollen in 
diesem Fall von den beiden Gleichungen 

TOUSS) stay 
ra ; (25) 
ot 
die das elektrische Feld mit dem magnetischen und umgekehrt, verkniipfen, nur die zweite 
benutzen. 

Da die Stromdichte 7 mit der Feldstaérke © und dem spezifischen Widerstand @ iiber das 

ohmsche Gesetz 


C= 0 (26) 
zusammenhangt, also 
rot © = @- rot? (27) 
ist, erhalt man mit den Gln. (25) und (27) die Stromdichte 7 aus: 
Pope Be Ee (28) 
Q ot 


Fiir 2 > oo kann der Strom nur in der y-Richtung flieBen, so daB man aus Gl. (28) erhalt: 


Oy & Oy ; 
De fe Was k. (29) 


Setzt man die in die gleiche Richtung fallenden Komponenten der Gln. (28) und (29) gleich, so 
wird also: 


Ole 2 —= — 


Oy Bh. oHx 

Oz 0 a (30) 
Oty se Ss Oz 

Ox 0 Ot 


Mit Gl. (18) bzw. Gl. (16) erhalt man aus beiden Gleichungen den gleichen Wert fiir die Strom- 
dichte 


eee A Fa | Sey (31) 


Durch diese Stromdichte wird in einem Material mit dem spezifischen Widerstand g mit Gl. (7) 
innerhalb einer Polteilung die elektrische Leistung 

f t A © 

W=".p2- A®- | [ erts* costa x dx dy dz (32) 

: OF O20 
in Warme umgewandelt. Da fiir die Breite hier der endliche Wert A eingesetzt werden muB, 
wird dieser so ermittelte Wert mit einem Fehler behaftet sein, der jedoch um so kleiner ist, je 
eroBer A im Verhialtnis zur Polteilung t wird. 
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Die Ausrechnung ergibt fiir die auf die Oberflache bezogene Leistung: 


Ww ye. 
w= = Aa 


(33) 


A-t 44-0 
Hieraus laBt sich die auf die Bremsoberflache bezogene Bremskraft mit Gl. (9) bestimmen zu: 


IKE w 


o . cmg 
ie zs ae COig: eel ad ee u- AP. Lee (34) 

Ast v Ws Aa OAT O Ws 

oder, wenn man A aus Gl. (24) einsetzt: 
/ ~ 
Loe eae ge (0) 4 omg 
urarrvnci ene geo as, ° (35) 
Ho a} 


Die Schreibweise der Gln. (34), (35) und (38) als zugeschnittene GréBengleichungen wie GI. (9) macht 
sie frei von besonderen Vorschriften fiir die einzusetzenden Einheiten. So ergibt sich automa- 
tisch die richtige Dimension von k, namlich g/cm?, bei beliebiger Wahl der Einheiten, wenn man 
die Werte v, u, «, 9 usw. mit den zugehdrigen Einheiten in die Gleichungen einsetzt und mit den 


Einheiten wie mit Faktoren rechnet. Macht man das, so erkennt man sofort, daB die Permeabili- 


" : Vs cm Ose ; , : 
tat w in Searels einzusetzen ist, was also eine Umformung bedeutet, wenn pw, wie 
cm" ie cm 


iiblich, in a gegeben ist. Hierauf wird spater bei der Auswertung noch eingegangen werden. 


Damit ist die spezifische Bremskraft k auf die Durchflutung O, d.h. auf den Erregerstrom, 
zurtickgefiihrt, fiir den man aus Gl. (2) erhalt: 


rg 


! 


6) 
emt ae 
Ww 


sy 2 Delp: (36) 
Es bleibt noch der Zusammenhang zwischen O und der Amplitude der Grundwelle O zu er- 
mitteln, der sich z. B. bei einer Feldverteilung nach Bild 6 ergibt zu 


(LEAT ED (37) 


1 


Setzt man dies noch in Gl. (35) ein, so wird die spezifische Bremskraft fiir kleine Geschwindig- 
keiten 


es 
Dl = Ope ip \s 
— V+ 2 cm-g 
bie ce ee as ee (38) 
Team 5. 1 W:s 
Aye = 
Lo a 


Dies ist der gesuchte Zusammenhang, allerdings zunachst nur fiir den Fall sehr kleiner Geschwin- 
digkeiten, bei denen die Verhaltnisse leichter zu tibersehen sind. Die Bremskraft wachst hier 
also noch proportional mit der Geschwindigkeit, sowie 
bei kleinem §p-/,, d.h. bei geniigend kleinen Induktionen 
im Erregerteil proportional mit J*. Bei hoherer magnetischer 
Beanspruchung des Erregerteils d. h. auch bei gréBeren In- 
duktionen im Bremskérper oder durch den wirksam wer- 


Bild 6. Zusammenhang zwischen einer gegebenen 


: =e é il - 
Durchflutungsverteilung und der Grundwelle der denden EinfluB der Streuung WvihRGl—=— 25) De -1,, merklich und 
Durchflutung. 2 o P 


der Verlauf den bekannten Sattigungscharakter annehmen. 
Damit sollen die Betrachtungen der Verhiltnisse bei kleinen Geschwindigkeiten, die einen 


Uberblick itber das Problem geben sollten, abgeschlossen werden und wir wollen sehen, wie sie 
sich bei zunehmender Geschwindigkeit andern, 


Sree ‘ A. Grtn: Feldverlauf und spezifische Bremskraft in Wirbelstrombremsen 137 


Aufstellung der Feldgleichungen fiir den allgemeinen Fall 


Ist die Geschwindigkeit v nicht mehr sehr klein — wobei spater festgestellt werden soll, 
was darunter zu verstehen ist — werden das elektrische und das magnetische Feld durch die 
Wirbelbedingungen (25) miteinander verkniipft. Es gilt also: 


(oe oe 
rot ; c | 


rot E = —p 2. 


(39) 


Wir folgen dem gleichen Rechengang wie vorn, wenden jetzt aber die Operation rot auf beide 
Gleichungen (39) an und erhalten: 


rot rot § =— -rot ©, 
Q 


, (40) 
rot rot © = —p-— rot § F 
Durch gegenseitige Substitution wird hieraus: 
rot rot @ = — “. % , | 
= 0 ot 
Wee (41) 
Lobrot Cesar Cee J 
0 ot 


woraus man die beiden gleich aufgebauten Differentialgleichungen fiir das magnetische und das 
elektrische Feld erhalt: 


Whee ] 


Q at 
VE = ne | eo 
0 at ° 


Da fiir A— o die magnetische Feldstérke nur in der x- und der z-Richtung, die elektrische 
dagegen nur in der y-Richtung vorhanden ist, werden daraus die 3 Differentialgleichungen: 


0H, 
Sy ihucs a: 
ee 0 ap | 
oH 
72H, =+.—4, (43) 
‘ 0 ot | 
Se ee 
eye ar 
A2 
oder mit Gl. (10) unter Beriicksichtigung von as =O 
ye 
eH, Gare Me Lt oH, ] 
ax? a2 og oe? | 
Gaal, CH: lu 0H, 
6x2 a2 Oo Dene ( (44) 
CE, [ GE, 4 GE, | 
ox Og2 0 Ot 


Von diesen 3 gleich aufgebauten Gleichungen wollen wir die fiir H, l6sen und wahlen als Lésungs- 
ansatz ahnlich wie in Gl. (12): 


H, = Re {f(z) - ef**} . (45) 
Hier haben wir schon davon Gebrauch gemacht, daB g(x) in Gl. (12) mit x periodisch sein muB. 


2 32 : 
aes und - aus und setzt diese Werte in Gl. (44) ein, so erhalt 
nN fox 


Rechnet man aus Gl. (45) 
man: 

f(z) = A- cP? ef +9) | (46) 
Die beiden anderen Gleichungen in Gl. (44) wiirden das gleiche Ergebnis, aber natiirlich mit anderen 
Konstanten fiir die Amplitude und die Phase liefern. Da die Wurzel, die # liefert [s. Gl. (48)], 


ais : . Archiv fiir 
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sowohl positiv als auch negativ sein kann, die Feldstarken mit z aber nur abnehmen kénnen, 
wahlen wir das positive Vorzeichen fiir # und erhalten dann als Lésungen: 


Hos Awe 2's COs (0% —- 0 2), | 


H,=C-¢-?*.cos(ax—n2z+¥y), (47) 


Eves Dea? * Scos (ax—nz-+) 


re bpoer | 


(48) 
Bisa. | 


Wee 


Durch das positive Vorzeichen der Wurzel fiir n und das negative -m z im Argument der periodischen 
Funktionen wurde weiter beriicksichtigt, daB sich die Maxima von H,, H, und E, als Funktion 
von x mit zunehmender Tiefe z in Richtung der Geschwindigkeit v, also in Richtung der positiven 
x, verschieben. 

Damit ist der Verlauf und die Starke des magnetischen Feldes und des elektrischen Stromes 
im Bremskérper bis auf die 6 Konstanten bekannt. Zu ihrer Bestimmung geniigen 3 Gleichungen, 
wenn jede Gleichung die Konstanten als Betrag und Phase enthalt, wie die Gleichungen (47) 
selbst. 


mit 


und 


Bestimmung der Konstanten 
Das Feld im Bremskérper ist quellenfrei, es gilt also: 


: 0B, abo) 08. 
vo = OP 
div B aaa oe ae (49) 


Diese Gleichung liefert einen Zusammenhang zwischen H, und H,, (B, = 0), also zwischen A 
und C und zwischen w und y. Mit ihr erhalt man aus Gl. (47): 


ae oe ae | 
(50) 
nN A 
Vee Pore | 


Weiter benutzen wir die Wirbelbedingung (27) fiir die magnetische Feldstaérke, woraus hier wird 


0H, OH et E S 
Oz ax 0 ie (51) 


Diese Bedingung liefert uns den Zusammenhang der dritten Gleichung (47) mit den beiden anderen 
und wir erhalten nach Ausrechnung: 
D 20 AS 
pace Z| (52) 
© =. i 
Damit enthalten H,, H, und E, nur noch die Konstante A fiir die Amplitude und @ fiir die Phase, 
die man ohne Einschrankung der Allgemeinheit gleich Null setzen kann, da man sich die Pol- 
anordnung auch um den gleichen Winkel @ zuriickverschoben denken kann. 

Die Bestimmung des Wertes fiir A erfolgt durch Anschlu8 an die Randbedingungen, wofiir 
wir wieder die Grundwelle der Durchflutung an der Polschuhoberflache benutzen wollen. Auf 
dem gleichen Weg von A nach B in Bild 5 wie vorn erhalten wir jetzt aus Gl. (21) unter Be- 
riicksichtigung der Gln. (47) und (50): 

K PS LP. 
O (1—cosax) =6-£-.A- (1 —cosa x) + s . V" a 


Mo a 


xX |cos arc tg = — COs (> x + arc tg *) ; (53) 
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Hierbei ist schon beriicksichtigt, da8 bei der angenommenen sinusférmigen @-Verteilung auch 
Hz,(x) die gleiche Abhangigkeit von x aufweisen wird. La8t man A und B, die Endpunkte des 
Integrationsweges in Bild 5, auf verschiedenen Polen liegen, so daB « x 2 wird, dann kann man 
fiir die eckige Klammer in Gl. (53) recht genau schreiben: 


cos are tg - — cos ( x + arc tg 3) ~ cosarc tg " (1 — cos « x) , (54) 
womit man aus Gl. (53) mit 
cos arc tg” = —_?__ 55) 
e bP Vp? + n2 
erhalt: 
O=(6 4 44).4 (56) 
Mo 02 


Zusammenfassung der Ergebnisse 
Um die bisher erhaltenen Ergebnisse besser beurteilen zu kénnen, wollen wir die Grenzfalle 
betrachten, die sich aus Gl. (48) anbieten, und zwar fiir m<1 und m1 mit m = ae eur 
Kennzeichnung der Grenzfalle werden wir die Indizes 0 und oo verwenden. Die sich ergebenden 
Werte sind in Tabelle 1 zusammengestellt. 


Tabelle 1 


m jt + m2— at 


y1 + m+ 141 


S/S 
nN 


; Aen eerie Es 
cos arc tg ae 1 2 yi + m2 j2 


os | > 1 yi +m? ym 

D 

et ve vs vf 
(55) A t ; 

5 V1 + yi+ m* | L 1 

0 a Ax Feat eh Se eae 
(59) i + x 5 

A Ho Oo Ho a V2 Mo as \2 


Damit sind alle Konstanten bekannt, und wir kénnen die Bremskraft ermitteln. Fihren 
wir in Gl. (7) 7, mit den Gln. (31) und (52) ein, so erhalten wir entsprechend zu Gl. (32): 


12 Th Co) 
Wee [ff eter cost (xm +0) de dy de. (57) 


oO 
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Fiir das Integral ergibt sich der einfache Wert —, so daB man als spezifische Bremsleistung 
4 
erhalt: 


Wi D2 ( 
= = 58) 
A-t 4Pe 


Fiir m =" <1 ist nach Tabelle1 
a:-O 


Do =v-p-Ayg und pP—a, 


so daB also Gl. (58) fiir kleine Geschwindigkeiten mit Gl. (33) tibereinstimmt. Fiir die spezifische 
Bremskraft erhalten wir entsprechend: 


eS e Db? ee cmg 


Aetiy Gpuenoe CoenNe (59) 


Beriicksichtigung der veranderlichen Permeabilitat 


Bevor wir an die Auswertung der erhaltenen Ergebnisse gehen kénnen, miissen wir noch der 
Permeabilitat 4, die wegen der sich 4ndernden Felder auch veranderlich sein wird, unsere Auf- 
merksamkeit schenken. Bisher wurde so gerechnet, als ob die Per- 
meabilitat im Eisen iiberall den gleichen Wert hatte. Dies ist nun 
sicher nicht der Fall, weil die Induktion und auch die Feldstarke 
mit der Tiefe z abnehmen. Bei konstantem yu erfolgt diese Abnahme 
nach Gl. (47) mit e—?*, wobei fiir groBe m-Werte, die hauptsachlich 


v+w-a 
2 


interessieren, =|) war. Da mit zunehmender Tiefe bei ab- 


nehmender Induktion die Permeabilitat wachsen wird, wird sich in 
einer bestimmten Tiefe z bei der dort herrschenden Feldstarke eine 
Bild 7. Abfall der magnetischen In- gr6Bere Induktion als vorher einstellen miissen. Es wird sich also 


duktion mit der Tiefe z. P 5 £ 5 F 
By .e-P# bei konstanter Permea- twa die gestrichelte Kurve fiir den Verlauf der Induktion in Bild 7 


re PEE in ergeben. 
B,.e~? *, bei mit der Tiefe : - iy : : ‘ ‘ ir ; 
zunehmender Permeabilitat, Diese Kurve fallt nun nicht so steil ab wie die urspriingliche, 
wobei p’ < p. 


d.h. aber, daB der Exponent dieser gestrichelten Kurve, unter der 
plausiblen Annahme, da8 auch sie einen exponentiellen Verlauf haben mége, kleiner ist als p. 
Dieses kleinere # beriicksichtigt man nun am besten durch Annahme einer kleineren wirksamen 
Permeabilitat «4. Durch Versuche hat man gefunden (s. z. B. RUDENBERG [1], S. 95), daB man 


Ly = (0,7 ++°0,8) + (60) 


setzen muB, um die Stromverdrangungserscheinungen mit variablem mw in einem groBen Feld- 
starkenbereich geniigend genau zu erfassen. 


Auswertung der Ergebnisse 


Bei der Auswertung geht man am besten von der Induktion B, und der dazugehérigen 
Feldstarke H,, an der Oberflache der Bremse aus. Aus Gl. (47) erhalt man fiir z = o: 


n~ 


H,=C (61) 
und kann damit und mit den Gln. (50) und (52) oder mit Tabelle 1 auch A und D auf H _ Zuriick- 
fithren. Damit sind dann auch k und @ aus H, zu bestimmen. Die sich hierfiir ergebenden 
Gleichungen sind in Tabelle 2 zusammengestellt, die auch die Werte fiir die mittlere Luft- 
induktion : s 
2 ; o 


B,= pH, = 


2 2 2 
rt aL I I It 


“mA (62) 
enthalt. 
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Tabelle 2 
aus Gl. fiir mM<1 m= as m>1 
“0 
ij [eect fcc ed PR i # ee 
cmg ae ——— e 
as 4 4:f1 + m- V1 + i + me? 4 m 
Ws 
; Ub 
ax 1 a L Va + Vat m2 H ine Ex 
a |e |ezega|(-eeier) a [ee 
Ho a Ho a-V/2 | 1 + m2 ym a V2 
D A 2 Hho Jah. 2 uw: H 
(62) Br, Samet Jal, Saha = = ——"- 
IG IU | 1+ m2 U ym 


Fir die mittlere Spalte der Tabelle 2 kann man noch den Wert m ausrechnen, bei dem f ein 
Maximum wird. Setzt man 


so erhailt man m = 3 und damit: 


Ww He. (63) 


Dieser Wert hat jedoch i. a. nur geringe Bedeutung, da die Feldstaérke H, bei m = 3 haufig 
klein sein wird gegeniiber der Feldstarke im Betriebsbereich der Bremse bei gleichem Erreger- 
strom (s. z.B. die Linien J = konst. in Bild 11). Dadurch verschiebt sich das Maximum der k = 
f(v)-Kurve zu erheblich héheren m-Werten. 

Fiir das Verstandnis der Vorgange in der Bremse ist die Betrachtung der schon von RUDEN- 
BERG angegebenen Feldbilder recht instruktiv. Aus diesem Grunde wurde der Feldverlauf bei 
verschiedenen Geschwindigkeitsfaktoren m mit den sich leicht ergebenden bezogenen Feldstarken 


Jl 
h, Sg ea (x Ao ie 3 aa arc tg 5) ) | 


(64) 


1 


fab me 


-cos (x * — 2). 


— = — 


ermittelt. Bild 8 zeigt augenfallig, wie mit zunehmender Geschwindigkeit die Feldlinien sozusagen 
mitgenommen und daher in einer immer schmaleren Schicht am Rand zusammengedrangt 
werden. Man erkennt hier auch den geringen EinfluB der Brechung der eigentlich schrag in den 
Bremské6rper eintretenden Feldlinien auf die Verhaltnisse im Luftspalt selbst, wenn dieser, wie 
tiblich, sehr klein ist. 


Beispiel 


Zur Priifung der Ergebnisse wurden von ROSENBERG [2] angegebene MeBwerte einer Wirbel- 
strombremse mit folgenden Abmessungen benutzt: 


D = 381 cm; t = 30cm, entspricht 40 Polen 

A = 43,2 CM}; 0 = 1,11 cm; w = 31 Windungen pro-Pol 
Bremsk6rper aus GuBeisen mit 9 = 0,75 - 10-4 Qcm 
Lamellierte Pole mit F, = 40,6 X 13 = 530 cm? Querschnitt 
Polschuhbreite Up 20-EM 


Halbe Eisenlange = (i oom . 
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Dies ist die halbe Lange des Eisenweges im GuBeisen des Erregerteils. Die Anteile in den 
lamellierten Polen und Polschuhen sind vernachlassigbar. 

Wir gehen aus von angenommenen Werten fiir die Induktionen B,, fiir die man die zugehdrige 
Feldstairke aus der Magnetisierungskurve fiir das betreffende Material erhalt. Sie sind aus 


Tabelle 3 zu entnehmen. 


ieoearace’ 
WEA . 


aS 


OL 


See 


ae 


[re ae 


0 ON 0,2 03 04 05 0,6 07 08 0,9 10 


Bild 8. Feldverlauf bei verschiedenen Geschwindigkeitsfaktoren m unter der Annahme unendlicher Eisentiefe. Der Abstand der Feld- 
linien bei m =o ist so gewahlt, da8 zwischen allen der gleiche Flu8 hindurchtritt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist das Feldbild 
fiir groBere m-Werte nur fiir einige Linien ausgefthrt. 


Hier ist jedoch schon, um die Permeabilitat, die an die Stelle des w an der Oberflache tritt, 


zu beriicksichtigen, fiir H, in Zeile 2 der Wert, der sich aus der Magnetisierungskurve nach 
Division durch 0,75 ergibt, eingesetzt worden. Damit entfallt diese Korrektur in den Gleichungen. 
Die nachste Spalte enthalt dann also schon die wirksame Permeabilitit, die sich als 


ergibt und nicht mehr besonders gekennzeichnet wurde. 


» 


: ; : orig: ; sae a Jel QQ : i 
Bei der Ausrechnung ist die Permeabilitat teilweise in —- = * einzusetzen. In den Ta- 
cm cm 


bellen 2 und 3 steht an diesen Stellen mw’, wobei dann ist: 


, 


ae! u aol Ome 


H/cm Gem/A. 


Die Geschwindigkeit ist v= 7" = a ee 
die von ROSENBERG angegebenen Frequenzen von 16,67 und 33,34 Hz eine Geschwindigkeit von 
v = 1000 bzw. 2000 cm/s. Die dazugehérigen Drehzahlen ‘sind 50 und 100 U/min. Bei beiden 
Drehzahlen ist nach Tabelle 3, Zeile 4 mS>1. Wir wollen uns daher zunachst auf diesen Fall 
beschranken und benutzen die rechte Spalte von Tabelle 2. Damit erhalt man die Werte der 
Zeilen 5, 7 und 8 in Tabelle 3. 


Mit # = 20 Polpaaren erhalt man also fiir 
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EL 


RosENBERG [2], S. 1077, hat statt der spezifischen Bremskraft k die auf die Oberflache 
bezogene Leistung L, in W/cm? angegeben, die aber wieder mit (8) leicht umgerechnet werden 
kann: 

Ero Lp : cm/s ees 6 
ae Lore (05) 


Die damit erhaltenen Werte sind in Zeile 6 eingetragen. 
Die harmonische Analyse der in Bild 2 gezeichneten Durchflutungskurve ergab mit bp = 
20 cm und t = 30 cm den gegeniiber Gl. (37) genaueren Wert: 


O = 0,966- zs - 6 =1,23:0, 


4 
womit © aus © ermittelt werden kann, Zeile1o. Aus der mittleren Luftinduktion B,,, nach 
Tabelle 2 erhalt man als mittlere Polinduktion: 


Bp = —- B,,. (66) 


Mit der zugehérigen Feldstarke aus der Magnetisierungskurve wurde in Zeile g der AW-Anteil 
des Polrades as i - H, berechnet, der noch zu @ tritt, so daB mit Gl. (2) schlieBlich der Erreger- 
: 2 


100 SS 120 
2 Ps, 2 
80 100 
60F 80 
V=2000cm/s 
8 40 60 
nic 
| 40 
20 
0 40 80 120 160 200 240A 260 
[—e 
Bildg. Gerechneter Verlauf der spezifischen Bremskraft 0 
Ro =f(I) fiir eine ausgefiihrte Bremse, deren MeSwerte 


Bild1o zeigt. Die Werte wurden mit den Niaherungen fiir 
v—> o erhalten. 


90}— 


100 


——— 


kerf (I) V-2000em./s 


100 


80 


V=1000cm/s 


Xs 40 
20 250 
A 
0 40 80100. 160,200) HOA 260 300 
I Bild B kraft ds it 
i ; ildi1. Bremskraft und Strom als Funktion des Geschwindigkcits- 
Bild10. MeBwerte einer von RosenBERG angegebenen und faktors bei verschiedenen Feldstarken zur Ermittlung des belderseitizen 


gemessenen Bremse, Zusammenhangs im mittleren Geschwindigkeitsbereich. 
strom bestimmt werden kann. Zum Vergleich ist auch hier der von ROSENBERG gemessene Wert 
danebengeschrieben. Wenn man bedenkt, daB das Verhiltnis A hier gleich 1,45 war, also 
Tt 


keineswegs sehr groB, wie vorausgesetzt, ist die Ubereinstimmung von Messung und Rechnung 
erstaunlich gut. 


XLIV. Band 


Weliig = 1056 A. Grin: Feldverlauf und spezifische Bremskraft in Wirbelstrombremsen 145 


Durch Vergleich der Werte in Zeile 9 und 10 sieht man, wie klein cate p’ lp gegentiber O 
2 


hier ist. Infolge dieser schlechten magnetischen Ausnutzung des Erregerteils nimmt k in Bild g 
und 10 fast quadratisch mit J zu. Dies wird bei den heute iiblichen héheren Ausnutzungen sofort 
anders. Die Kurven zeigen dann den zu erwartenden Sattigungscharakter. 


Obwohl der Wert ym nach Tabelle 3 nicht kleiner als 4,32, d. h. m immer gréBer als 17 
bleibt, soll im folgenden untersucht werden, welche Abweichung die Naherungsformeln der 
rechten Spalten in Tabelle 1 und 2 bringen, zum anderen aber interessiert natiirlich auch der 
Verlauf im mittleren Geschwindigkeitsbereich um 500 cm/s. Die Rechnung wurde so durch- 


120 
g/emt 


rk 
40 
20 
0 50 400 450 200 250 A 300 0 100 200 300 e 400 500 600 700A/cm800 
=== Ha—= 
Bildiz. Bremskraft k als Funktion des Erregerstromes J. Para- : v Dare nor hn -© 
meter ist der Geschwindigkeitsfaktor m, der wegen der verdnder- Bild 13. pat te {(Hx ) zur Ermittlung der endgiltigen Zusammen- 
lichen Permeabilitat ~ nicht linear mit der Geschwindigkeit v hange in Bild 14 aus Bild 11. 


zusammenhdangt. 


gefiihrt, daB zunachst k und J mit Hilfe der Formeln in der mittleren Spalte von Tabelle 2 
fiir verschiedene Werte von H, und m bestimmt wurden. Das Ergebnis zeigt Bild 11. Das 
Maximum der k = f (/m)-Kurve liegt, wie es sein soll, bei m = //3 also /m = 1,32. Aus Bild 11 
sind die fiir ein bestimmtes m zusammengehérigen Werte k und J zu entnehmen, mit denen der 
Verlauf k = f(Z) in Bild 12 gezeichnet wurde. Para- 
meter ist hier noch nicht die Geschwindigkeit, son- 
dern der Geschwindigkeitsfaktor m bzw. ym, der 
auBer v auch noch die Permeabilitat ~ enthalt. Mit 


k-f(V) 


der Kurve “- = f (H,) in Bild 13, deren Steigung 
m 


**@ ist kann man aus Bild 11 und Bild 12 


gleich 


x 
k = f(v) fiir verschiedene J-Werte zeichnen, was 
die ausgezogene Kurve in Bild 14 leferte. Obwohl 
man dabei von den m-J-Schnittpunkten in Bild 11 
ausgeht, also die H,-Werte zwischen den Kurven 
interpolieren muB, liefert, wie man sieht, bereits 


4 s x F ‘ 0 500 1000 1500 2000 cm/s 2500 
die gewahlte recht grobe H,-Stufung in Bild 11 einen — 
§ § a § 
guten Verlauf der k = /(v)-Kurve in Bild 14. Bild 14. Spezifische Bremskraft & als Funktion der Geschwin- 


Es ist zu beachten, daB das Maximum der Verlaut eacde-cemilely tien ceidieta Erematrommaeitels 
k = f(v)-Kurve fir konstanten Strom I in Bild 14 _ fire >co, Die Kreuze entsprechen den Mebwerten aus Bild so. 
keineswegs einfach aus der Maximumbedingung 
m = 3 bei (63) bestimmt werden kann, was damit zusammenhangt, da nach Bild 11 unten 
fiir kleine m-Werte in der Nahe der Maximumbedingung sehr viel gréBere Stréme bei der 
gleichen Feldstarke H, erforderlich sind, weshalb sich das Maximum in Bild 14 zu gréBeren 


m-Werten, d.h. zu eréBeren Geschwindigkeiten, verschiebt. 
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Die MeBwerte nach RosENBERG sind in Bild14 als Kreuze eingetragen. Sie stimmen bei 
2000 cm/s sehr gut, bei 1000 cm/s weniger gut mit den Rechenwerten tiberein. 

Das ist aber auch zu erwarten, wenn man den Feldverlauf bei verschiedenen m-Werten in 
Bild 8 mit der dort eingezeichneten Trommeldicke vergleicht. Man kann hiernach abschatzen, 


daB erst fiir /m-Werte iiber 4 die Beschreibung des Feldverlaufs und damit auch die Ergebnisse 
bei der gewahlten Trommeldicke geniigend genau sein werden. Da auSerdem aber auch noch die 
Vorgange durch die endliche Trommelbreite unberiicksichtigt bleiben muBten und der EinfluB 
der Oberwellen vernachlassigt wurde, ist die erhaltene Ubereinstimmung zwischen Messung und 
Rechnung als sehr gut zu bezeichnen. 
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Fundamentale Bestimmung der Fehler 
von Hoéchstspannungswandlern durch ein Summierverfahren 
mittels Teilern aus Kapazitat und Widerstand* 


Von 
ERICH ZINN, Braunschweig 
Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Bundesanstalt 
Mit 2 Textabbildungen 


(Eingegangen am 17. Juli 1958) 


Einfiihrung. In der Arbeit ,,Fundamentale Bestimmung der Fehler von Héchstspannungswandlern durch 
ein Summierverfahren mittels kapazitiven Teilers‘‘ [1] hat der Verfasser beschrieben, wie die Fehler von Nor- 


malspannungswandlern bis zu Spannungen von 220/)/3 kV bestimmt werden kénnen. Um einen Uberblick 
liber die Genauigkeit dieses Verfahrens zu bekommen, wurden die gleichen Wandler noch in einer anderen- 
Schaltung untersucht, die den Vorteil hat, daB bei den hohen Spannungen nicht so groBe Kapazitaten not- 
wendig sind. In dieser neuen Schaltung konnten die Fehler von Spannungswandlern bis zu der Primarspan- 


nung von 400/)/3 kV, der héchsten heute in Deutschland fiir Ubertragungsleitungen verwendeten Spannung, 
bestimmt werden. 


1. Theoretische Grundlagen des MeSverfahrens 


Wird an die Sekundarseite des Priiflings eine Reihenschaltung von Kondensator und Wider- 
stand gelegt und die Hochspannung gleichfalls durch eine derartige Reihenschaltung unterteilt- 
so hat man eine Schaltung, die der Scheringbriicke zur Messung der Verlustwinkel von Konden- 
satoren entspricht. YOGANANDAM [2] hat diese Schaltung (Bild 1) zur Messung der Ubersetzungen 


ie ae 


Bild 1. Schaltung zur Messung des Fehlers der Ubersetzung von Hochspannungswandlern nach YOGANANDAM. 


von Hochspannungstransformatoren und Wandlern benutzt. Mit R, wird der Spannungsfehler 
und mit C, der Fehlwinkel abgeglichen. Ubersteigt der negative Fehlwinkel des Priiflings einen 
bestimmten Betrag, so mu8 C, parallel zu R, gelegt werden. Zur Berechnung des Ubersetzungs- 
fehlers und des Fehlwinkels eines Wandlers miissen die Werte der angegebenen Schaltelemente 
bestimmt werden. Die auf niedrigem Potential liegenden Widerstande R, und AR, und die Zu- 
leitung von C, nach R, miissen wegen der durch die hohe Spannung hervorgerufenen Streufelder 
geschirmt werden. Es ist aber schwierig, die Schirmkapazitaten genau zu definieren und zu 


schinenwesen der Technischen Hochschule Hannover genehmigten Fassung. Der Titel der Dissertation lautete: 
, Grundlegende MeSverfahren zur Bestimmung der Fehler von Héchstspannungswandlern." 
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messen. Soll bei hohen Spannungen gemessen werden, mu8 C, etwa 5—10m von R, entfernt 
stehen. In diesem Falle kénnen die Schirmkapazitaiten Werte bis itber 1000 pF annehmen, die 
sich zu C, parallel legen und dadurch im Winkel eine Fehlmessung verursachen. Ferner rutt der 
Teil des Schleifdrahtes der in Reihe mit C, liegt, einen MeBfehler hervor. Nach Angaben in der 
Veréffentlichung ist bei dieser Schaltung in der vorliegenden Form keine gréBere Genauigkeit 
als -+0,1% und +3 min zu erwarten. SCHERING und BrRULLE [3] haben diese Schaltung in etwas 
abgewandelter Form gleichfalls zur Messung der Ubersetzungen von Hochspannungstransfor- 
matoren benutzt. In weiteren Arbeiten [4, 5, 6] wird die Messung von Spannungswandlern be- 
schrieben, auf die hier nicht naher eingegangen werden soll. 


Bild 2. Schaltung zur Messung des Fehlers von Hochspannungswandlern mit Widerstand 
und Kondensator in Reihe und Hilfszweig. 


Vom Verfasser wurde daher die in Bild 2 dargestellte Schaltung verwendet. Sie gestattet die 
Messung von Wandlerfehlern im ungiinstigsten Fall mit einer MeBunsicherheit im Spannungs- 
fehler von 0,001% und 0,01’ im Fehlwinkel. 

In Reihe mit dem Hochspannungskondensator C, liegt ein Widerstand R, = 1000 2. Der 
Hochspannungskondensator ist ein PreBgaskondensator von ~ 100 pF fiir Spannungen bis 
250kV und fiir Spannungen iiber 250 kV ein PreBgaskondensator von ~ 50 pF. An der Se- 
kundarseite des Wandlers N liegt ein Glimmerkondensator C, in Reihe mit dem Widerstand Ry. 
Der Strom 7, durch den Widerstand R, ist fast um go° gegen die Spannung U, verschoben, da 
R, im Verhaltnis zu dem Scheinwiderstand von C, sehr klein ist. Dagegen ist der Strom 7, durch 
den Widerstand R, gegeniiber der Spannung U, um einen kleineren Winkel als go° verschoben, 
da R, gegentiber C, nicht mehr zu vernachlassigen ist, denn die Kapazitaét von C, liegt je nach 
der Hohe der Spannung U, zwischen 0,1 wF und 1 wF. Um diese Phasenverschiebung zwischen 
7, und 7, auszugleichen, wurde zunachst parallel zu R, ein fester Kondensator C, von etwa 
0,1 uF gelegt. Ferner wurde zu R, ein regelbarer Kondensator C, parallel geschaltet. Mit C, 
kénnen alle positiven und negativen Fehlwinkel des zu messenden Wandlers abgeglichen wer- 
den. RK, ist ein fester Widerstand von 100 Q. 

Zur Messung der Spannungsfehler wird C, geregelt. Zum Feinabgleich wird zu C, ein regel- 
barer Luftdrehkondensator von etwa 800 pF parallel gelegt, welcher mit einer groBen Skala 
versehen ist, die bei einem Gesamtumfang von 180 Skt noch ungefahr 144 pF abzulesen gestattet. 
Der PreBgaskondensator hat keinen meBbaren Verlustwinkel, jedoch ist der Verlustwinkel 6’ 
des Glimmerkondensators C, nicht zu vernachlassigen; er wurde in der folgenden Rechnung 
beriicksichtigt. 
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Um die angegebene MeBunsicherheit von + 0,001% und + 0,01’ zu erreichen, ist es notwendig, 
eine besonders sorgfaltige Schirmung vorzusehen und den Schirmen definierte Potentiale zu 
geben, denn einer Kapazitat von 50 pF parallel zu R, entspricht schon ein Fehlwinkel von 0,05’. 
Der Schirm der Zuleitung nach C, von der Sekundarklemme u des Wandlers N liegt auf 
Erdpotential. Alle Schirme um C,, R, und C;, R, und C,, um VG, und schlieBlich der Schirm 
um die Zuleitung von C, nach R, liegen auf dem Potential dieser Zuleitung. Dadurch wird der 
Einflu8 der Schirmkapazitaten Cf, die zu R, parallel liegen, zum gréBten Teil kompensiert. 
Die Potentialsteuerung der Schirme wird durch den Hilfszweig C;, R, und C, erreicht. Die Zu- 
leitung von C, nach R, ist noch mit einem zweiten Schirm versehen. Dieser liegt auf Erdpotential, 
um einen EinfluB des elektrischen Feldes auf den ersten Schirm zu verhindern. Wie in der 
obengenannten Arbeit [1] beschrieben, bleibt trotz der Verwendung des Hilfszweiges die Kapa- 
zitat Cy) innerhalb des PreBgaskondensators zu beriicksichtigen, so daB die Schirmkapazitat Cf 
bei dem Kondensator fiir eine Nennspannung von 250 kV noch einen Betrag von 340 pF hat. 
R,, Cg und VG, sind ebenfalls mit einem geerdeten Schirm umgeben. 

Zur Messung der Wandlerfehler wird zuerst ein Wandler N, der Ubersetzung ii, mit be- 
kannten Fehlern angeschlossen. C, und C, werden solange geregelt, bis das Vibrationsgalvano- 
meter VG, keinen Ausschlag mehr zeigt; darauf wird der Hilfszweig mit R, und C, tiber VG, 
abgestimmt und schlieBlich C, und C, iiber VG, nachgeregelt. 

Nun erfolgt ein Austausch von N, gegen einen Wandler N, der Ubersetzung ti, mit bekannten 
Fehlern, ferner ein Austausch des Widerstandes R, gegen einen solchen von der GréBe R, - “ 

as 2 
und des Kondensators C, gegen einen solchen von der GréBe C, - “2. Nach Abstimmung des 
Hilfszweiges wird an C, und C, abgeglichen. a 

In einer dritten Messung wird ein Wandler N, der Ubersetzung ii, angeschlossen, dessen 

Fehler gemessen werden sollen. Es muB 7d, = di, + di, sein. Die Widerstande R, und R, - “ 


Us 


und die Kapazitaten C, und C,- % werden parallel geschaltet und nach Abgleich des Hilfs- 
Uy 


zweiges wird wieder die Schaltung mit C, und C, abgeglichen. Aus den 3 Messungen der Werte C, 
und C, kénnen die Fehler des Wandlers NV, errechnet werden. 

In der Schaltung Bild 2 ist im abgeglichenen Zustand die Spannung an R, gleich der Span- 
nung an ,; es verhalt sich daher 


J 
~— —— ene) 1 
U, Ry C, (1— 7 tan 0’) {1 +7 w Ry (Cy + C,)} ( 
Die Bezeichnungen sind aus der Schaltung Bild 2 zu ersehen. 


: , weiss eee U. 
Mit der wegen tan 0d’ ~ 10-4 zulassigen Vernachlassigung kann der Betragswert von ae 


angegeben werden durch: : 
i eo eee tan Ca Ce Gal ee 1, Cee Rae al (2) 
Cale Comis 1+ w? R? (C, + C,)? 


Mit erlaubten Vernachlassigungen, die bei den angegebenen GroBen der Schaltelemente weniger 
als 0,001% ausmachen, wird die rechte Seite der Gleichung = 1, also 
U2 =, Ry: C, 


= Z 
U, Reo Ci? (2a) 


Fiir den Fehlwinkel ergibt sich analog die Beziehung: 


tan oO) = tan 6’ [1 + w? Ry Ry Cy (Cy + Co)] + @ [Rs (Cy + C,) — By (Cy + Ca)] (3) 
1 + w? Ry Ry (Cy + C,) (Cy + C,) — tan 0’ w [R3- Cs— R, (Cy + C,)] 


In der Gl. (3) ist bei dem Faktor von tan 0’ das Glied w? R, Ry C, (Cy + C,) gegen 1 zu ver- 
nachliassigen, da es mit den angegebenen Zahlenwerten kleiner als 1073 ist; ferner sind die Glieder 
im Nenner gegen 1 vernachlassigbar; da sie ebenfalls kleiner als 107% sind. Dadurch wird: 


tam 0 = ao | R,(C, + Ci) — Ke(Gr-+ C,)] + tano’. (3a) 
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Fiir die Frequenz 50 Hz errechnet sich der Zahlenwert fiir 6 zu 
6 = 1,08 [R, (Cy + Cy) — Ry (Cy + C)] + 0°. (4) 


Dabei — wie auch in den folgenden Formeln — sind die Widerstandswerte in Q, die Kapazitats- 
werte in wF und die Fehlwinkelwerte in Winkelminuten einzusetzen. 

Fiir den prozentischen Fehler F des Wandlers ergibt sich, wenn ii die Nenniibersetzung des 
Wandlers ist 


i» U,— U. (Oh = 
iss See LS100 SS 2 100 1008 (5) 
2 U, 


In diese Gleichung wird Gl. (2a) eingesetzt, und man erhalt 


ye See foo oon (6) 
Rach 


2. Beschreibung und Durchfiihrung des MeBverfahrens 


Zur Bestimmung der Fehler eines Wandlers mit der Ubersetzung ii, sind, wie schon kurz 
beschrieben, 3 Messungen notwendig. 


1. Messung 


Aus den bei der Messung vorliegenden Werten R, und R, und aus der Kapazitat C, des 
PreBgaskondensators wird nach Gl. (6) fiir die Ubersetzung si, des Wandlers N, der Sollwert C, 
des Kondensators C, fiir einen angenommenen Fehler F, = 0 errechnet. Der wirkliche Wert 
von C, wird durch Abgleichen des Kondensators C, eingestellt und dabei die Ablesung (C, -- AC;) 
erhalten. Zwischen den bekannten Fehlern des Wandlers N, und den R und C Werten besteht 
nach Gl. (6) die Beziehung 
k= CREO - 100 — 100. (7) 

R; (C,-+ AC.) 


Die Ablesung am Kondensator C; nach dem Abgleich sei res so daB entsprechend Gl. (4) fiir 
den Fehlwinkel gilt 


6, == HOB RG, 301) SRG, Ores) eros (8) 


Der Kondensator C, wurde so bemessen, daB seine Kapazitiat C, etwas groBer als * = - C, war, 
4 


um positive und negative Fehlwinkel mit C, abgleichen zu kénnen. Zu der Kapazitat C, legt 
sich noch die Schirmkapazitat Cf parallel. 


2. Messung 


Nun wird der Wandler NV, gegen einen Wandler N, mit der Ubersetzung di, ausgetauscht, 
dessen Spannungsfehler /, und Fehlwinkel 6, gleichfalls bekannt sind. Der Widerstand R, wird 
durch einen Widerstand R, vom Sollwert R, “1 und der Kondensator C, durch einen Konden- 


Uo 


sator mit der Kapazitat C, =C,= ” ersetzt. Der ee Wert von R, kann von dem Sollwert 
um den Betrag AR, abweichen; datnit NVinGaat pono gee = ot AR,. Nach erneutem Abgleichen am 


Kondensator C, erhalt man die Ablesung (G + AC und am Kondensator C, die Ablesung 
(C, + AC3). In dem abgelesenen Betrag ist AC: die Anderung der Kapazitat C, gegeniiber der 
Ablesung C, in der ersten Messung. Fiir den Renter des Wandlers N, ergibt sich damit nach 
Gl. (6) : 
[2s “14 AR.) Cy tig 
Up 


Yate Ry (G, t ACY) -100—100. (9) 
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Der wirkliche Wert von C, kann um + AC, von C, “2 abweichen und er wird damit C= G= 
ti, ty 


+ AC, Der Fehlwinkel ist unter Beriicksichtigung ‘der Ablesung (C; -—- AC{) und des Wertes 
C=C, + AC, 
er 


SF= f08 [R (CePACm C) (x, Of AR,) (C St AC, + CE + calf 136": io) 
"2 1 


3. Messung 
SchlieBlich wird der Wandler N, durch den zu messenden Wandler N, mit der Ubersetzung ii, 
ersetzt. Die Widerstande R, und R, und die Kapazitaten C, und Cj werden parallel geschaltet. 
Mit C, und C; wird das VG, auf Stromlosigkeit abgeglichen, so daB man an diesen Kondensatoren 
die Ablesungen (C, + AC{") und (C; + ACY’) erhielt. Setzt man die entsprechenden Werte 
in Gl. (6) ein, so ergibt sich fiir den Fehler F, des Wandlers N, 


R, (ao + AR, 
Uy 
Se = C5 2 Ug 
Ry -F Ry ate AR, 
iF hes ———~ + 100 — 100. (11) 
Sonor 


Der Fehlwinkel wird, wenn man die entsprechenden Gr6Ben in Gl. (4) einsetzt: 


arn) 
U 


é erm 
Og 4508 +R, (Cp ACY oe C,) = 


: (CBC + AC, repr Soh Wh Tein 
R,+ R,: G+ AR, 


uU 1 


(12) 
Werden die Gl. (7) und (9) in die Gl. (11) eingesetzt, dann wird der Spannungsfehler F’;: 
Fy = FB FB + 100 [4 AG 4 AC AS 0) 
Us Og C, tig C, tig C, 


Aus dem Ergebnis ist zu ersehen, daB der Fehler /, unabhangig von der Wahl der Schaltungs- 
eroBen R,, Rj, R, und C, ist. Die Kapazitat C, geht nur im Verhdltnis zu den kleinen Fehler- 
differenzen AC,, AC{ und AC’ in das Ergebnis ein, so da8 ein Fehler von C, nur als Fehler 
des Spanouneaicnicr F, auftritt und damit zu vernachliassigen ist. Die Fehlerdifferenzen AG 
AC, und AC{’ werden erhalten, indem von den Ablesungen (C2EAG) (Cy + AC{) und 
(C, + AC{’) der errechnete Wert C, abgezogen wird. Ein etwaiger Fehler von C, wird eliminiert; 
denn eine konstante GréBe k zu den Fehlerdifferenzen AC,, AC und AC,’ addiert, hebt sich 
im Endergebnis fiir F, heraus, da k - ti, ++ k + tip — k + tig = 0 ist. Aus diesem Grunde kann man 
die Ablesungen an dem zwecks Feinabgleichung zu C, parallel gelegten Luftdrehkondensator 
gleich AC{ in der ersten Messung, ACY in der zweiten Messung und ACY’ in der dritten Messung 


setzen. 
Werden die Gl. (8) und (10) in die Gl. (12) eingesetzt, so erhalt man fiir den Fehlwinkel 


Saag ee ae a 1 08 [Ry (4 AG ee z\+ Rice) at (14) 
Us Us 
Auch dieses Ergebnis ist unabhangig von den GréBen Gr Ce lige C, und C,. Ein Fehler von 
R, ist nur als Fehler des Fehlwinkels 6, wirksam und kann damit vernachlassigt werden. Das 
Glied R,- (Cf + C,) stellt einen kleinen Korrekturwert dar, so daB die Abweichung von seinem 
richtigen Wert nur mit vernachlassigbarem Gewicht eingeht. 


Vergleich der MeBergebnisse aus 3 verschiedenen Verfahren mit den Ubersetzungen 
a Ee ee ee Pe er ee SS 


U,/U, 


Zahlentafel 1. 
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Wird fiir die Messung 1 und 2 ein Wandler mit der gleichen 
Ubersetzung #, genommen und ist ii, = 2 ti,, so ‘sind der Span- 
nungsfehler des zu messenden Wandlers 
Ac, , ACY 

mee + ai 


2C, ac, 


Hine (15) 


o 


VAG 
100 (+ = ) 


C, 
und der Fehlwinkel 
AC, 


8 = 8, + 1,08|R (+ acy” = A) 4 CE + Cy]. 08) 


3. MeBergebnisse und Diskussion der MeBunsicherheit 


Zahlentafel 1 enthalt in den Spalten1, 4 und 7 die Fehler 
100000//3 V 110000/)/3 


100/)/3 100])/3 


aus Messungen nach diesem Verfahren. Sie 


und V 120000/)/3 

100/)/3 
konnten nicht bei Leerlauf gewonnen werden, da sich durch den 
Kondensator C, je nach der Ubersetzung und der GréBe des ver- 
wendeten Kondensators C, eine andere Belastung des Wandlers 
ergab. Die Ergebnisse wurden daher auf den Leerlauf umge- 


rechnet. 


Zum Vergleich sind in den Spalten 3, 6 und g die MeBergeb- 
nisse angegeben, die nach dem Summierverfahren mittels kapa- 
zitiven Teilers [1] gewonnen wurden, in den Spalten 2, 5 und 8 
die MeBergebnisse nach der Methode mit Zwischenwandlern [7] 
aufgezeichnet. 


Fiir die Priifung eines Wandlers mit der Ubersetzung 
V 220000])/3 
100])/3 
ler N, der Ubersetzung #, = 


wurde bei der ersten Messung der bekannte Wand- 
110000/|/3 


100/}/3 
hatten je 49,9 pF, R, hatte 100 2 und R, 1000 Q, so daB 
C, = 0,552 uF wurde. Bei C, = 0,1 uF ergab sich CG =~ 0,4 Fk. 
Der genaue Wert ist aus der Zahlentafel 2 ersichtlich. 


Nach Abgleich von C, und C, und des Hilfszweiges R, und C, 
ergab sich an dem Luftdrehkondensator C, die Ablesung AC, und 


an C, die Ablesung Ce In der Spalte 1 der Zahlentafel 2 sind die 
Werte angegeben. 


angeschlossen. C, und C; 


Zahlentafelz. Ablesungen an C, und C, bei der Fehlerbestimmung 


des Wandlers y 220000//3 
100/}/3 

Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 

1. Messung 2. Messung 3. Messung 
UpIUy / = " = " = mr 
AC} Ce ACY Ca AC. Bou! | C.+4C3 

[pF] [uF] [pF] [HF] [pF] [uF] 

152 378 0,4217 | 378 0,4335 194 0,4101 
1,0 385 0,4204 385 0,4323 168 0,4137 
0,8 | 393 0,4199 394 0,4319 151 0,4123 
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Bei der zweiten Messung wurde R, gegen einen zweiten Widerstand R, und der Konden- 
sator Cy gegen einen zweiten Cj; ausgetauscht, deren Kapazitatswerte jedoch von der gleichen 
Gr6Be waren, da der gleiche Wandler angeschlossen blieb. Zum Abgleich wurde nur der Luft- 
drehkondensator von C, geandert, an dem sich die Ablesung AC{/ ergab und der Kondensator C3, 


an welchem (Gs + ACY) abgelesen wurde. Die Werte sind in der Spalte 2 der Zahlentafel 2 
enthalten. 


220 000/}/3 


Bei der dritten Messung wurde der Priifling V angeschaltet und die beiden Wider- 


100/]/3 
stande R, und R, wurden mit den zugehérigen Kondensatoren C, und Cj parallel geschaltet. 
Zuerst wurden der Hilfszweig R, und C, abgeglichen und dann der Luftdrehkondensator von 
C, und der Kondensator C;. An C, ergab sich der Wert AC{” und an C, der Wert (C,; + ACj’). 
Die Spalte 3 der Zahlentafel 2 enthalt die abgelesenen Werte. 


Um den Fehlwinkel ausrechnen zu kénnen, muBte noch die Schirmkapazitat Cf bekannt 
sein, die nur aus der Kapazitat Cy) und der Ableitung von C, gegen den umgebenden geerdeten 
Schirm innerhalb des PreBgaskondensators bestand, da der Einflu8 aller anderen Schirm- 
kapazitaten durch den Hilfszweig kompensiert waren. Cf wurde zu 285 pF ermittelt. 


C, stellt fiir den Priifling eine Biirde von 0,552 uF dar; das entspricht einer Belastung von 
0,58 VA. Um die verschiedenen MeBergebnisse miteinander vergleichen zu kénnen, wurde 
diese Biirde auf 1,0 wF erganzt. Mit Hilfe der Gl. (15) und (16) wurden durch Einsetzen der 
Zahlen aus den 3 Ablesungen der Spannungsfehler F, und der Fehlwinkel 6, des Priiflings mit 


der Ubersetzung V a20000)/3 ausgerechnet. Zu diesem Zwecke sind in der Zahlentafel 3 die 
100/)/3 = 
Fehler F, und 6, fiir den Wandler mit der Ubersetzung V Agony 
100///3 
1,0 uF enthalten. Zum Vergleich wurden noch in der Zahlentafel 3, Spalte 3 die MeBergebnisse 
aus dem Summierverfahren mittels kapazitiven Teilers [1] hinzugefiigt. Bei der Messung war 
auch in der genannten Arbeit der Wandler mit 1 wF belastet worden. 


bei der Belastung mit 


Zahlentafel 3 


Fehler des Wandlers Vergleich der Fehler des Wandlers V az0o00/|/3) 
110000/)/3 100/]/3 
ue 3 Ne die nach verschiedenen Verfahren gemessen wurden 
oO, 
UpIU, : pone 
mit Teiler mit kap. Teiler 
Spalte 1 aus Kapaz. u. Widerstand | Spalte 3 
Spalte 2 | 
12 --0,046 ++ 0,079 —0,13 + 0,077 —0o,12 
1,0 +-0,045 +0,78 +0,084 —o,41 +0,083 —o,41 
0,8 +0,044 +0,70 +0,088 —0o,59 +0,086 | —0,60 


Uber die Empfindlichkeit der Anordnung ist folgendes zu sagen: Bei einer Verstellung des 
Kondensators C, um 0,001% betrug der Ausschlag 6 mm, bei einer Verstellung um 0,001 uF 
V 220 000/}/3 

100/ 3 
die Empfindlichkeit entsprechend dem kleineren SchlieBungswiderstand durch die Parallel- 
schaltung von R, und Rj um etwa 50% gréBer. 


an C,; = 0,1’ 18 mm. Beim AnschluB des Wandlers mit der Ubersetzung war 


Im folgenden soll tiber die Bestimmung der Fehler eines Wandlers mit der Ubersetzung 
V 380 000/]/3, 
100/ 3 


berichtet werden. 
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1. Messung 


Angeschlossen wurde zunachst ein Wandler mit der Ubersetzung ti, = y sec00!3 Es 


wurden folgende Werte eingestellt: 100/|/3 
Cy = 0,942 uF 
C. = 104,5 pF Coo = 340 pF 
Re 100 
Ry = 1000 2 
(Org tea A es 


Die Ablesungen C; bzw. C sind in Zahlentafel 5, Spalte 1, angegeben. 


2. Messung 


Angeschlossen wurde ein Wandler mit der Ubersetzung ti, = V 100.000/}/3 


100/)/3 5 
C,, C, und R, wie bei der 1. Messung. 


R, = 900.2 
Cl Oe Ptr 
Die Werte der Ablesungen AC{ bzw. (oat AC sind in Zahlentafel 5, Spalte 2, angegeben. 


3. Messung 


Angeschlossen wurde ein Wandler mit der Ubersetzung ti, = V 190 000/)/3 


100//3 


C,, C, und R, wie bei der 1. Messung. 
Ry = 1000|| 900 2 
Cpe, 2 hig bee 
Die Ablesungen AC/” bzw. Cy + ACY sind in Zahlentafel 5, Spalte 3, angegeben. 


Zahlentafel 4. 
Fehler der Wandler mit den Ubersetzungen 


90000//3 


100/)'3_ 


100000/ V3 


100//3_ 


V 


+0,037 +0,87 


+0,034 
1,0 + 0,032 +0,70 -++ 0,036 +0,75 
0,8 +0,031 +0,63 +0,035 + 0,68 


Beide Wandler waren mit einer Biirde von 1,0 bE belastet. 


Zahlentafel 5. Ablesungen an C, und C, bei der Bestimmung der Fehler 
des Wandlers V ae 00//3 
100/)/3 


Spalte 1 Spalte 2 Spalte 3 
U,JU 1. Messung 2, Messung 3. Messung 
EN een Ca ACY Cy AC5 AC Vly OAC 
(pF] | [HE] [pF] [uF] (pF] (uP 


0,0320 200 | 0,02657 


12 0,03094. 495 | 
1,0 0,03595 512, | = -0,03515 149 | 0,02394. 
0,8 0,03572 527. EKOL03492 134 0,02265 


Die Schirmkapazitat Cf betrug 340 pF. 
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Nach den Gln. (13) und (14) ergeben sich fiir den Spannungsfehler F, und den Fehlwinkel 6, 


des Wandlers mit der Ubersetzung ii; = V ase 3 , aus den Werten der Zahlentafeln 4 und 5 
100//3 
die in der Zahlentafel 6 angegebenen Werte. 


Zahlentafel 6. 
Fehler des Wandlers mit der 


Ubersetzung V 199000/)/3 
100/)/3 
| 
U,/U F 5s 
pion [%] U'] 
-- 0,068 + 0,00 
1,0 +0,073 | —0,29 
0,8 -++0,074 —o,48 


Mit Hilfe des Wandlers der Ubersetzung V ead 13 konnten durch einen einfachen 


; ; too! is 380000/)/3 
Verdopplungsschritt die Fehler eines Wandlers mit der Ubersetzung Ons te bestimmt 
100/)/3 
werden. Die Messung wurde in der gleichen Art durchgefiihrt, wie bei dem Wandler der Uber- 
setzung V ewes Um die Fehler eines Wandlers der Ubersetzung V fees zu be- 


100/}/3 400/)/3 
stimmen, wurde in der Schaltung Bild 2 der Teiler mit dem Wandler peer ys eingemessen, 
V 400 ooo]/3 

400/3 

Die Genauigkeit der Fehlerbestimmung ist an die Voraussetzung gebunden, daB die in der 
Schaltung verwendeten Gerate wahrend der Dauer der drei Messungen sich nicht in ihren Ka- 
pazitats- und Widerstandswerten andern. Daher wurde die Temperatur des Raumes konstant 
gehalten. Die Messung eines Wandlers bei 120%, 100% und 80% der Nennspannung lieB sich 
insgesamt in etwa 15 Minuten durchfiihren, so daB wahrend dieser kurzen Zeit kaum mit einer 
Temperaturanderung zu rechnen ist. Da die Schaltung bei jeder Fehlerbestimmung mit einem 
Normalwandler eingemessen wird, ist es unerheblich, ob die verwendeten Gerate auch iiber 
langere Zeit konstant sind, wie es bei der Fehlerbestimmung im direkten Vergleich mit Wider- 
standen oder Kapazitaten notwendig ist. Jedoch ist es wesentlich, daB die Normalwandler iiber 
lange Zeit konstant sind. Es wurden eingehende Vergleichsmessungen im Verlaufe von 2 Jahren 
durchgefiihrt und festgestellt, daB keine Fehleranderungen auftraten, die gréBer als die Meb- 
unsicherheit waren. Ferner ergaben sich auch bei langerer Einschaltdauer der Wandler bei 
120% der Nennspannung keine meBbaren Fehleranderungen. 


und dann der Wandler angeschlossen. 


4, Vergleich der MeBergebnisse 


Die Abweichungen der nach drei verschiedenen Verfahren ermittelten Fehler bei den Uber- 


setzungen V ee) eV 110000/)'3 und V ia00001f 3 sind entsprechend Zahlentafel 1 im Span- 
100/}/3 100///3 100/)/3 
nungsfehler nicht gréBer als 0,001% und beim Fehlwinkel nicht gréBer als 0,04’. 

Die Grenze fiir die drei Verfahren liegt bei etwa 100 kV. Wahrend die in der Arbeit ,,Funda- 
mentale Bestimmung der Fehler von Spannungswandlern durch ein Summierverfahren tiber 
Zwischenwandler“ [7] genannte Anordnung sich im wesentlichen ftir die Bestimmung der Fehler 
von Spannungswandlern bis zu kleinsten vorkommenden primaren Nennspannungen unter 
100 kV eignet und auch bei diesen Spannungen immer gentigend Empfindlichkeit besitzt, ist 
das in dieser Arbeit geschilderte Verfahren mit Teilern aus Kapazitat und Widerstand nur fiir 
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Spannungen ab 100 kV einschlieBlich geeignet. Denn unterhalb 100 kV ist die Empfindlichkeit 
zu gering, um die geforderte MeBgenauigkeit zu erreichen. Mit der Hohe der Ubersetzung nimmt 
auch die Kapazitat C, zu, so daB je nach der Ubersetzung des Wandlers die sekundare Be- 
lastung verschieden ist. Beim Vergleich der MeBergebnisse ist also darauf zu achten, daB sie 
immer auf die gleiche Belastung bezogen werden. Bei dem Verfahren mittels eines kapazitiven 
Teilers jedoch ist die sekundare Belastung des Wandlers immer konstant 0,06 VA. Wahrend 
die Schirmkapazitat des Kondensators C, dort den Spannungsfehler beeinfluBt, beeinfluBt sie 
bei den Verfahren nach dieser Arbeit den Fehlwinkel. 

Betrachtet man noch die Ergebnisse aus den beiden Verfahren fiir den Wandler mit der 


Ubersetzung V 220008/) 3 in der Zahlentafel 3, so findet sich eine gréBte relative Abweichung 
100///3 


von 0,001% beim Spannungsfehler und 0,02’ beim Fehlwinkel. Ist der Fehler des Wandlers 


V ee mit einer MeBunsicherheit von --0,0015°% beim Spannungsfehler und von +0,04’ 
100/|/3 


beim Fehlwinkel bestimmt worden, so betragt fiir das MeBergebnis beim Wandler V aera 


100/)/3 
die Unsicherheit beim Spannungsfehler +0,0025 und beim Fehlwinkel +-0,06’. Der Fehler 
eines Wandlers mit der primaren Nennspannung von 400000]//3 kV ist dann mit einer Un- 
sicherheit von --0,0035°% im Spannungsfehler und von 0,08’ im Fehlwinkel gegeben. 


5. Zusammenfassung 


Es wird ein Verfahren angegeben und durchgerechnet, das mit Hilfe von Widerstanden 
und Kapazitaten die Bestimmung der Fehler von Hoéchstspannungswandlern erméglicht. MeB- 
ergebnisse werden angegeben und deren MeBunsicherheit wird besprochen. Die Genauigkeit des 
Verfahrens wird im wesentlichen durch die Verwendung eines Hilfszweiges erméglicht. Zum 
Schlu8 werden drei verschiedene Methoden einander gegeniibergestellt und deren MeBergebnisse 


verglichen. Die Fehler von Wandlern mit Primarspannungen bis zu 400000///3 V kénnen 
danach mit einer MeBunsicherheit von -+0,0035°% beim Spannungsfehler und —++0,08’ beim Fehl- 
winkel bestimmt werden. 

Besonderen Dank schulde ich Herrn Professor Dr. G. K. M. Prestorr, Direktor des Schering- 
Institutes der Technischen Hochschule Hannover, fiir die stete Férderung der Arbeit. 
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Der raumliche Entladungsaufbau im ungleichformigen Feld 
bei positiver Spitze in atmospharischer Luft 


Von 
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Mitteilung aus dem Hochspannungsinstitut der Technischen Universitat Berlin 
Mit 12 Textabbildungen . 


(Eingegangen am 12. August 1958) 


Inhaltstibersicht: 1. Einfiihrung: Bisherige Arbeiten, Problemstellung — 2. Untersuchungsmethode — 
3. Die Entladungsbilder: Qualitative Beschreibung, Quantitative Auswertung der Entladungsbilder — 
4. Versuchsergebnisse: MeSergebnisse der Untersuchungen im Spannungsbereich unterhalb der statischen 
Durchschlagsspannung, MeBergebnisse der Untersuchungen im Spannungsbereich oberhalb der 90%%-Durch- 
schlagstoBspannung — 5. Der raumliche Aufbau der Vorentladung: Struktur und Anzahl der Kanile, Po- 
tentialverhaltnisse, Ubergang zum Durchschlag — 6. Zusammenfassung — Literatur. 


1. Einfiihrung* 


Untersuchungen tiber den StoBdurchschlag [1] und Beobachtungen des Entladungsmechanis- 
mus im gleichférmigen Feld mit Hilfe der Nebelkammer [2] zeigen einen Entladungsaufbau, der 
verschieden von den TowNsENDschen Vorstellungen ist. Hierbei erreicht bei groBen Werten 
des Produktes von Druck und Schlagweite (etwa > 1500cm-Torr) oder bei hdheren Uber- 
spannungen eine aus der Kathode startende Elektronenlawine eine solche Vermehrung (von 
etwa e'* Elektronen), daB durch ihre Raumladung das elektrostatische Feld so stark verzerrt 
wird, da vom Lawinenkopf ein Kanal mit einer gegeniiber den Elektronen erhéhten Geschwindig- 
keit (von etwa 10’ cm/s) zur Anode vorwachst. In umgekehrter Richtung entwickelt sich vom 
Lawinenkopf aus ein um eine Zehnerpotenz schnellerer Kanal zur Kathode. Wenn beide Kanale 
die Elektroden erreicht haben, sind diese durch eine ionisierte Briicke verbunden, die zum 
sofortigen Spannungszusammenbruch fiihrt. Mit Hilfe dieses raschen kathodengerichteten 
Kanals konnten viele, bisher unverstandliche Erscheinungen im Gasdurchschlag geklart werden. 

Im ungleichformigen Feld mit positiver Spitze entwickeln sich kurz nach Anlegen der StoB- 
spannung kathodengerichtete Kandle, wie z. B. optische Untersuchungen mit abgeschnittenen 
Wellen gezeigt haben [3] und [1]. Wenn eine geniigend hohe Spannung von hinreichender Dauer 
auf die Funkenstrecke auftrifft, waichst in einem dieser Kandle eine Leitentladung erhdéhter 
Leuchtintensitat vor. Sobald diese die Gegenelektrode erreicht, folgt eine stromstarke Funken- 
entladung nach, die den Spannungszusammenbruch nach sich zieht. 

Die Ausbildung solcher positiven kathodengerichteten Kanfale soll in der vorliegenden Arbeit 
untersucht werden. 


1.1. Bisherige Arbeiten 


Eine Reihe verschiedener Methoden [1], [4], [5] zur Untersuchung des Entladungsaufbaues 
im inhomogenen Feld und bei langen Schlagweiten beruht darauf, die von der Entladung ab- 
gesandte Lichtstrahlung nachzuweisen und in ihrem raumzeitlichen Verlauf zu verfolgen. Die 
zeitliche Entwicklung wurde entweder mit der rotierenden Kamera [1], [6], mit dem elektro- 
optischen MomentverschluB [s. Zus. 7] oder mit der photo-elektrischen Methode [5], [8] beob- 
achtet. 

All diese optischen Versuche erméglichten weder die raumliche Struktur der Entladungs- 
kaniale, noch ihre zeitliche Entwicklung im einzelnen zu klaren, weil hierbei nur die Leucht- 
erscheinungen von relativ spaten Entladungsstadien wahrgenommen werden konnten. 

Lediglich durch die Nebelkammer-Versuche [2] wurde der raumliche Aufbau und die zeit- 
liche Entwicklung der Vorentladung bei niedrigen Drucken und in Anwesenheit der fiir die 


* Herrn Prof. Dr.-Ing. R. StRiGEL und Herrn Dr.-Ing. H. WINKELNKEMPER dankt der Verfasser fiir ihre 
weitgehende Untersttitzung wahrend der Durchfitihrung der Untersuchungen. 
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Sichtbarmachung der Ionisierungsspuren notwendigen Dampfe, also nicht unter atmospharischen 
Verhaltnissen, untersucht. Die Ergebnisse lassen sich deshalb auf atmospharische Bedingungen, 
besonders quantitativ, nicht ohne weiteres tibertragen. AuSerdem wurde die Nebelbildung in 
Plattennahe wegen deren Warmeabgabe gestért. Abgesehen von allen diesen Nachteilen laBt 
sich das sehr starke verzweigte raumliche Entladungsgebilde durch das ebene Bild nur sehr 
mangelhaft auswerten. 


1.2. Problemstellung 


Um zu einem tieferen Verstandnis des Entladungsmechanismus zu gelangen, werden in der 
vorliegenden Arbeit die oben beschriebenen Erscheinungen nach einer neuen Methode unter 
den in atmospharischer Luft gegebenen Bedingungen quantitativ untersucht. Einerseits soll 
damit die raumliche Struktur der leuchtenden Kanale vor der Anodenspitze, ihre radiale 
und axiale Ausbreitung und ihre Abhangigkeit von der Spannungshéhe und von der Elektroden- 
form bei kurzdauernden Spannungsst6Ben unterhalb und oberhalb der statischen Durchschlags- 
spannung untersucht werden. Andererseits soll das Studium der zeitlichen Entwicklung 
der festgestellten rdumlichen Entladungsstruktur, insbesondere der ersten Entwicklungsphase, 
bei verschiedenen Spannungshdhen einen Einblick in die sich vor der Entwicklung der Leit- 
entladung und der Funkenentladung abspielenden Vorgange geben. 


2. Untersuchungsmethode 


Aus der Gasentladungsphysik ist bekannt, daB neben Ionisierungsvorgangen auch Anregungs- 
vorginge stattfinden [11], und daB die dabei angeregten Atome oder Molekiile bei der Riickkehr 
in ihren Grundzustand die Anregungsenergie in Form von Lichtquanten bestimmter Frequenz 
abstrahlen. 


Das Prinzip der benutzten Untersuchungsmethode beruht nun auf der Empfindlichkeit 
einer photographischen Emulsion gegentiber diesen schwachen Photonen. Treffen sie auf die 
Emulsion auf, so erzeugen sie unter Abgabe eines Teiles ihrer Energie an die negativen Bromionen 
des in der Emulsion enthaltenen Bromsilberkristalles das latente Bild, das nach dem Entwickeln 
des Filmes von den Entladungsbahnen herriithrende Schwarzungen aufweist. 


Zur Anwendung dieses Prinzips wurde in der untersuchten Anordnung (Anodenspitze- 
Kathodenebene) ein photographischer Film zwischen die Elektroden gebracht?, und zwar parallel 
zur Platte, wobei die lichtempfindliche Schicht der Spitze zuge- 
wandt war. 


Beim Anlegen einer geniigend hohen StoBspannung an die 
Elektroden entwickeln sich von der Spitze aus Entladungskanile. 
Auf dem Film erzeugt nun jeder ankommende Kanal einen Auf- 
treffpunkt und eine davon ausgehende mehr oder minder aus- 
gebreitete Gleitentladungsspur. Durch Verschieben des Filmes 
zwischen Spitze und Platte kénnen Entladungsbilder im ganzen 
Feldraum aufgenommen werden. Die Auswertung dieser Ent- 
Bild 1. Versuchsaufbau: a Spitzenelek- ladungsfiguren liefert Aufschliisse hinsichtlich Entladungsstruktur 


trode; b Plattenelektrode; ¢ photographi- : ci : 
scher Film: disolierende Zylinder:espu. Und Potentialverhaltnissen am Kanalkopf. 


lenkassetten; f bewegliche Isolierplatte; C “ A 
g lichtdichter Kasten. In Bild 1 ist die Versuchsanordnung schematisch dargestellt. 


Zwischen den zwei Elektroden a und 6 wurde der photographische 
Film c parallel zur Platte itber zwei isolierende Zylinder d gefiihrt. Die fiir das Aufspulen 
des Filmes notwendigen Kassetten e befanden sich auBerhalb des Entladungsraumes. 


* Nach einem Vorschlag von H. WINKELNKEMPER, die inzwischen auch fiir 4hnliche Untersuchungen iiber 
den Oldurchschlag im ungleichférmigen Feld im Hochspannungs-Institut der Techn. Universitat Berlin an- 
gewendet worden ist (s. V. TETzNER, Arch. Elektrotechn. Bd. 44 (1959) S. 56 ff.). 
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Die ganze Filmvorrichtung war auf einer beweglichen, genau einjustierbaren Isolierplatte / 
aufgebracht. Die gesamte Anordnung einschlieBlich Elektroden wurde auBerdem in einen 
lichtdichten Kasten g eingebaut, um das Tageslicht abzuschirmen. 
Zur Untersuchung des raumlichen Aufbaues der Entladung wurden StoBspannungen der 
Wellenform 1/50 us verwendet. 


3. Die Entladungsbilder 


3.1. Qualitative Beschreibung 


Zur Veranschaulichung seien nun einige Entladungsbilder wiedergegeben, wie sie in der 
beschriebenen Anordnung auf einem photographischem Film senkrecht zur Feldrichtung zwischen 
den Elektroden erhalten worden sind. Sie wurden bei einer StoBspannung von 28,7 kV (statischer 
Durchschlagsspannung 34 kV) und bei einem Elektrodenabstand von 25 mm (Spitzenradius 
0,5 mm) gewonnen. Hierbei wurde als Film Agfa-Registrierpapier (als Entwickler Rodinal) 
gewahlt. 

Wenn nun der Film unmittelbar vor der Spitze liegt, wobei seine lichtempfindliche Schicht 
dieser zugewendet ist, erhalt man ein Bild, das einer positiven LICHTENBERGschen Gleitentladungs- 
figur sehr ahnelt (Bild 2a), und zwar gehen von einem runden, unmittelbar vor der Spitze 
gelegenen Auftreffpunkt, viele stark verastelte Gleitspuren aus, deren spitzen Enden ungefahr 
auf einem Kreis legen. 

Bei einer geringen Entfernung s des Filmes von der Spitze (s = 3 mm) zeigen sich bereits 
mehrere getrennte Auftreffpunkte, von denen ebenfalls verastelte Gleitstiele ausgehen (Bild 2b); 
diese kénnen sich beriihren, kreuzen sich jedoch nie. Jeder Auftreffpunkt ist von einer diffusen 
Schwarzung umgeben. 

Mit zunehmender Entfernung des Filmes von der Spitze wachst — und zwar in iiberraschen- 
dem MaBe — sowohl die Zahl der Auftreffpunkte, als auch das von ihnen umschlossene Gebiet 
(Bild 2c). Die Auftreffpunkte unterscheiden sich wesentlich in ihrer GréBe, in ihrer Schwarzung 
und in der Lange der von ihnen ausgehenden Gleitspuren. Sie sind von einer diffusen Schwarzung 
begleitet, die bei gentigend dichter Lage der Auftreffpunkte ineinander iibergeht. 

Bild 2d zeigt ein unmittelbar an der Platte gewonnenes Entladungsbild (Elektrodenabstand 
25mm). Daf die Kanale selbst bei einer Spannung, die unterhalb der statischen Durchschlags- 
spannung liegt, in so groBer Anzahl die Kathode erreichen, ist ein sehr iiberraschendes Ergebnis. 
Auch hier geht von jedem Auftreffpunkt eine Gleitentladungsfigur kleiner Ausdehnung aus. 
Man beachte ferner die groBe Ausbreitung der Entladung auf der Filmebene, d. h. senkrecht 
zur Hauptfeldachse (Durchmesser der Entladungsausbreitung etwa 80 mm). 

Auffallend bei den Entladungsbildern (Bild 2b, c, d) sind die hellen Héfe zwischen den 
dunklen Gleitentladungsspuren und den umgebenden diffusen Schwarzungen. Sie erwecken 
den Eindruck, als ob an diesen Stellen der Schicht keine Photonen-Einwirkung erfolgt sei. In 
Wirklichkeit liegt jedoch eine zweifache Photonen-Einwirkung vor, von denen die zweite die 
erste wieder aufhebt. Diese Erscheinung ist in der Photographie als ,,CLAYDEN-Effekt“ bekannt 
und tritt unter bestimmten Voraussetzungen bei der zweimaligen Belichtung einer photographi- 
schen Emulsion auf. Durch die erste kurzzeitige Belichtungsintensitat werden von den negativen 
Bromionen Elektronen befreit, die eine groBe Anzahl der sog. Belichtungskeime bilden [9]. 
Wenn nun eine zweite Belichtung niedrigerer Intensitat auf die photographische Schicht ein- 
wirkt, vereinigen sich die zerstreuten Keime zu einem groBen Keim, wodurch die beim Ent- 
wicklungsvorgang wirksame Keimenoberflache stark abnimmt. Ein Oberflachenentwickler 
1a4Bt dann — im Gegensatz zu einem Tiefenentwickler — diese doppelt belichteten Stellen un- 
geschwarzt erscheinen. 


3.2. Quantitative Auswertung der Entladungsbilder 


Der oben erlauterte qualitative Einblick lieB nun eine genauere quantitative Auswertung 
der Entladungsbilder wiinschenswert erscheinen. Folgende drei GréBen wurden ausgewertet 
(s. Bild 3): 
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Bild 2, Entladungsbilder in verschiedenen Entfernungen s von der Spitze; StoBspannung 28,7 kV; Elektrodenabstand 25 mm; 
statische Durchschlagsspannung 34 kV. 
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1. Der Radius } (mm) des nur die Auftreffpunkte umfassenden Kreises. } zeigt, wie weit 
sich die Entladungskanale in der zur Hauptfeldrichtung senkrecht liegenden Ebene ausgebreitet 
haben und wird deshalb als Ausbreitung bezeichnet. 


2. Die Anzahl der Auftreffpunkte gibt an, wieviele Kanale den 
Iilm an seiner jeweiligen Stelle im Feldraum erreichen. 


3. Die Lange a (mm) der gré8ten im Bild vorhandenen Gleit- 
entladungsspur kann bei StoBspannungen geniigend langer Dauer 
als MaB fiir das Potential des Kanalkopfes herangezogen werden, da 
die Ausbreitung einer reinen Gleitentladungsfigur vom Potential 
des Gleitpoles abhangt, und sich das Vorwachsen der Kanale inner- 
halb weniger ns abspielt. 


Andere GréBen, die sich evtl. aus den Bildern auswerten lieBen, 
wie z. B. Starke der Gleitstiele, Intensitat der Schwarzung, GréBe 


Bild 3. Schematische Darstellung 


der Auftreffpunkte und des ganzen Bildes, wurden fiir die quanti- eines Entladungsbildes, 
tative Auswertung nicht beriicksichtigt, da sie einerseits in den 

obigen drei GroBen indirekt mitenthalten sind, und andererseits, wie z. B. die Intensitat der 
Schwarzung, infolge ihrer groBen Streuung erhebliche Ungenauigkeiten in die Auswertung der 
Ergebnisse gebracht hatten. 


4. Versuchsergebnisse 


In samthchen Versuchsreihen wurde der Film unter Aufnahme der Entladungsbilder stufen- 
weise von der Spitze zur Platte verschoben; StoBwelle und Elektrodenabstand blieben dabei 
konstant. 

Es wurde beobachtet, da sich unter gleichen Bedingungen gewonnene Entladungsbilder 
in den ihnen entnommenen Werten von a, ) und » erheblich unterscheiden kénnen. Bei relativ 
niedriger StoBspannung blieb die Entladung gelegentlich aus und auf dem Film war keine Ent- 
ladungsspur festzustellen. Fiir die Streuung der Entladungsbilder, die bei héherer StoBspannung 
kleiner wird, ist neben den verschiedenen atmospharischen Bedingungen auch die Streuzeit des 
Entladeverzuges verantwortlich. 

Um eine genaue Untersuchung der Entladungsentwicklung zu erméglichen, muBte die 
Streuzeit méglichst vermindert werden. Dies wurde in friiheren Arbeiten manchmal durch 
kurzwellige Bestrahlung der Funkenstrecke mit einer Quarzlampe erzielt, wie bei der Aufnahme 
der Entladeverzugszeiten durch STRIGEL [1], bzw. durch Bestrahlung der Kathode mit Funken- 
licht, wie bei den Versuchen mit der Nebelkammer durch RAETHER [2]. Wegen des Vorhanden- 
seins des photographischen Filmes ist bei der verwendeten Untersuchungsmethode die Be- 
strahlung der Entladungsstrecke nicht méglich. 

Bei diesen Versuchen wurden bei gleichen Bedingungen jeweils 3 bis 5 Entladungsbilder 
aufgenommen und hiervon nicht die Mittelwerte, sondern die Maximalwerte zum Vergleich 
herangezogen, da die letzteren der kiirzesten Streuzeit entsprechen. 

Es wurden Versuche bei Spannungen unterhalb und oberhalb der statischen Durchschlags- 
spannung der filmfreien Anordnung durchgefiihrt. Und zwar wurde, um den auBerst kompli- 
zierten raumzeitlichen Entladungsaufbau systematisch zu verfolgen, zuerst die vollendete 
raumliche Struktur mit gentigend langer StoBbeanspruchung (1/50 us-StoBwelle), die in 
folgendem beschrieben werden soll, und dann deren zeitliche Entwicklung mit kurzzeitigen 
Spannungsimpulsen, wovon im nachfolgenden Aufsatz (S. 168 ff.) berichtet wird, untersucht. 


4.1. MeBergebnisse der Untersuchungen im Spannungsbereich 
unterhalb der statischen Durchschlagsspannung 


Wie bereits erwahnt, iiberraschte bei den ersten Vorversuchen die Feststellung, daB sich die 
Entladungskanale nicht nur in unmittelbarer Nahe der Feldachse befinden, sondern auch eine 
erhebliche seitliche und axiale Ausbreitung bis zur Kathode besitzen. Diese Erscheinung sollte 
nun zunachst naher untersucht werden. 
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Als MaB fiir die seitliche Ausbreitung der Entladungskanale wurde der Radius 6 des nur die 
Auftreffpunkte umfassenden Kreises definiert. Die aus den Entladungsbildern entnommenen 
maximalen Werte von 6 sind in Bild 4 bei verschiedenen Héhen der StoBspannung wieder- 
gegeben (Elektrodenabstand 25mm, Spitzenradius 1mm). Man erkennt deutlich, wie stark 
sich die Kanalentladung in einigen Millimetern von der Spitze bereits in den Feldraum seitlich 
ausgebreitet hat. Dieses von den Entladungskanadlen umfaBte Gebiet erreicht zwischen 5 und 
10mm vor der Platte ein Maximum und nimmt dann zur Kathode hin rasch ab. Der ganze 
Entladungsausbreitungsraum wachst mit der Hohe der Sto8spannung. 
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Bild 4. Die seitliche Entladungsausbreitung 6 im Feldraum Bild 5. Die maximale Entladungsausbreitung byy,qy und die Ausbreitung bos 
in Abhangigkeit von der Entfernung s von der Spitze; an der Platte in Abhangigkeit von der StoBspannung U; Elektrodenabstand 
Elektrodenabstand 25 mm; Spitzenradius 1 mm, 25mm; Kurve1 und 4 bei Spitzenradius y = 0,5 mm, Kurve 2 und 3 bei 


y = 1,0mm., 


Um den EinfluB8 der Anodenkriimmung auf die seitliche Entladungsausbreitung zu untersuchen, 
wurden Versuche mit einem Spitzenradius von 0,5 mm und ungeandertem Elektrodenabstand von 
25mm beidenselben StoBspannungen durchgefiihrt. Die Kurven fiir beide Spitzen haben einendurch- 
weg ahnlichen Verlauf, die Ausbreitung bei der starker gekriimmten Anode ist lediglich etwas groBer. 

Bild 5 zeigt die maximale seitliche Ausbreitung 5b,,,, und die Ausbreitung b,, der Entladungs- 
kanale an der Platte (d. h. in einer Entfernung s = 25 mm von der Spitze) in Abhangigkeit von 
der StoBspannung U {fiir beide Spitzen. 

Man erkennt, daB die Zunahme des maximalen Entladungsbereiches mit der Hohe der StoB- 
spannung bei der schwacher gekriimmten Anode gréBer ist. Die Entladungskanile erreichen die 
Platte innerhalb eines Kreises, dessen Radius },; mit der Spannung schnell zunimmt, der von 
der Kriimmung der Spitze fast unabhangig ist. 

Aus den Kurven, die den Verlauf von } in Abhangigkeit von der Entfernung s von der Spitze 
darstellen (Bild 4), laBt sich leicht eine anschauliche raumliche Vorstellung gewinnen: Betrachtet 
man namlich die mit der Spitzenachse zusammenfallende Senkrechte zur Platte als Abszissen- 
achse (s-Achse), so stellt die Gerade s = 25 mm bei Rotation um die Abzissenachse die Platten- 
ebene dar; laBt man nun die Kurve b = /(s) mit rotieren, so wird von der dadurch entstehenden 
Rotationsflache das gesamte Kanalentladungsgebiet eingehiillt. 

Die Ergebnisse von Versuchen bei kleinerem Abstand und bei gré8erem Spitzenradius sind 
sehr ahnlich. j 

Dieses ausgedehnte Entladungsgebiet enthalt eine groBe Anzahl von Kanialen, die auf dem 
Film Gleitspuren verschiedenster Lange hervorrufen (s. Bild 2). a ist, wie bereits definiert 
wurde, die groBte in einem Entladungsbild vorhandene Gleitspurenlange. Es wird im folgenden 
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angenommen, daB a dem Potential des Kanalkopfes beim Auftreffen auf den Film angenadhert 
proportional ist!, da die Lange der Gleitentladungsspur als dem Potential des Gleitpoles etwa 
proportional anzusehen ist [1]. 

Da fiir die Entwicklung der Entladung zum Funkendurchschlag vermutlich der am héchsten 
ionisierte Kanal die ausschlaggebende Rolle spielt, und da man diesem Kanal mit hoher Wahr- 
scheinlichkeit auch die gr68te Gleitspurenlange a auf dem Film zuschreiben darf, ist es sinnvoll, 
diesen Wert a bei verschiedenen Verhaltnissen zu untersuchen, damit man zu einer Vorstellung 
ber die Potentialverhaltnisse und iiber das Auftreten des Funkendurchschlages gelangt. 

Den Verlauf a = f(s) bei vier Spannungen zeigen die Kurven Bild 6 (Elektrodenabstand 
25mm und Spitzenradius 1mm). Man erkennt, daB a in Spitzennahe erst langsam und dann 
bei Annaherung an die Platte sehr rasch abnimmt. Beispielsweise besitzt bei 33,5 kV der Kanal- 
kopf, wenn er 17 mm von der Spitze entfernt ist, noch 80% des Spitzenpotentiales. Bei niedrigeren 
StoBspannungen fallt a in Spitzennahe rascher ab, so daB z. B. bei 19 kV der Kanalkopf bereits 
bei s = 8mm nur noch 80% des Spitzenpotentiales hat. 

Die MeBergebnisse bei einer Anode gréBerer Kriimmung (vy = 0,5 mm) sind sehr ahnlich. 

Aus den Kurven Bild 6 ist die Abhangigkeit der Gleitspurenlange a von der StoBspannung U 
an den verschiedenen Stellen des Feldraumes ermittelt und in Bild 7 dargestellt. Die fast linieare 
Abhangigkeit erleichtert eine Extrapolation von a auf die Spannung U,,, bei der eine Gleitfigur 
kleinster Abmessung noch entstehen kénnte. 

Vergleicht man diese U,-Werte von 13,5 kV fiir 1 mm Spitzenradius bzw. 9,5 kV fiir 0,5 mm 
Spitzenradius mit denen von LOEB und ENGLISH [10] gemessenen Entladungseinsatzspannungen 
bei statischer Spannungsbeanspruchung von etwa 8 bzw. 12 kV bei 7 = 0,5 bzw. 1,0 mm, so 
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Bild 6. Die Gleitspurenlange a im Bild 7. Die Gleitspurenlange a in Abhangigkeit Bild 8. Die Anzahl » der Entla- 
Feldraum in Abhangigkeit von der von der StoBspannung U in verschiedenen Entifer- dungskanadle im Feldiaum in Ab- 
Entfernung s von der Spitze; Elek- nungen s von der Spitze; Elektrodenabstand hangigkeit von der Entfernungs von 


25 mm; Spitzenradius 1,0 mm, der Spitze; Elektrodenabstand 
25 mm; Spitzenradius 0,5 mm; 
Kurve 1 bei 33,5 kV, Kurve 2 bei 

28,7 kV, Kurve 3 bei 23,8 kV. 


trodenabstand 25 mm; Spitzenradius 
1,0 mm. 


1 Die Annahme, da die Gleitspurenlange dem Kopfpotential angenahert proportional ist, ist qualitativ 
berechtigt; einer exakten Auswertung steht jedoch entgegen, da der Proportionalitatsfaktor an den ver- 
schiedenen Stellen des Feldraumes unbekannt ist. Trotzdem kann durch einfache Annahmen ein anschauliches 
Bild der Potentialverhaltnisse gewonnen werden (s. Teil 5). 
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sieht man, daB sie im gleichen Bereich liegen. Es ist daher sinnvoll, die extrapolierten Werte 
als Entladungseinsatzspannung U, bei StoBbeanspruchung anzusprechen. 

Die verwendete neue Untersuchungsmethode erlaubt es daher, die Entladungseinsatz- 
spannungen einer inhomogenen Elektrodenanordnung bei Sto8spannungen auf einfache Weise 
dadurch zu bestimmen, daB bei s = 15—20 mm die oben erlauterte Abhangigkeit a = /(U) auf- 
genommen und von dieser auf U, bei a = 0 extrapoliert wird. 

Bei den ersten Entladungsaufnahmen in Plattennahe war festgestellt worden, daB die Kandale 
selbst bei Spannungen viel niedriger als die statische Durchschlagsspannung bis zur Platte vo. - 
dringen, und zwar durchweg in grofer Anzahl (s. Bild 2d). Die Auswertung der Versuche im 
Hinblick auf die Anzahl der Entladungskanale im Feldraum soll nun einen weiteren Einblick 
in die GesetzmaBigkeit des vollendeten raumlichen Entladungsaufbaues geben. 

Bild 8 zeigt die Beziehung zwischen der Anzahl m der Kanale und der Entfernung s von der 
Spitze, wobei die n-Achse einen logarithmischen MaBstab tragt. Im Gebiet zwischen s = 5 und 
s = 25 mm, d.h. bis zur Platte, ist bei allen untersuchten Anordnungen eine lineare Beziehung 
zwischen log m und s vorhanden. 

Infolge dieser exponentiellen Zunahme von mu im Feldraum trifft an der Platte regelmaBbig 
eine groBe Anzahl N von Kanalen ein (etwa 100 bis 200). Diese Anzahl N ist am héchsten bei 
der Anode gré8ter Kriimmung. Eine VergroéBerung des Spitzenradius von 0,5 auf 2,0 mm setzt 
bei gleicher Spannung von 33,5 kV die Anzahl N von 210 auf go herab. N nimmt bei einer 
bestimmten Anordnung mit der Héhe der StoBspannung linear zu. 

Um den EinfluB der Beanspruchungsdauer auf die festgestellterdumliche Entladungsstruktur zu 
untersuchen, wurde die Spannungswelle zwischen 1,5 und 4,6 ws mit Hilfe einer 3 Elektrodenfunken- 
strecke abgeschnitten. Dernotwendige Steuerimpuls wurde dem Entladekreis selbst entnommen 
und iiber eine einstellbare Laufzeitkette zur Steuerelektrode der Abschneidefunkenstrecke gefiihrt. 

Es ergab sich nun bei der Untersuchung mit abgeschnittener 1/50 ws-StoBspannung, dal 
sich die Ausbreitung, Anzahl und Gleitspurenlange der Kanale selbst bei der kiirzesten Ab- 
schneidezeit von 1,5 ws in keiner Weise von den entsprechenden Werten bei der Vollwelle unter- 
scheiden. Die MeBwerte bei einer Abschneidezeit von 1,5 und 2,1 ws fiigen sich durchweg in die 
bei der Vollwelle gemessenen Werte ein. 

Es zeigt sich somit, daB die Entladung spatestens nach 1,5 ws bereits vollig ausgebildet ist. 
Um einen Einblick in ihre zeitliche Entwicklung zu erhalten, mu8 daher zu wesentlich kiirzeren 
Abschneidezeiten tibergegangen werden, wovon im nachfolgenden Aufsatz (S. 168 ff) berichtet wird. 


4.2. MeBergebnisse der Untersuchungen im Spannungsbereich 
oberhalb der 90%-DurchschlagstoBspannung 


Nach diesen Versuchen mit Spannungen unterhalb der statischen Durchschlagsspannung 
erschien es wiinschenswert, die erste Entwicklung der Entladung und ihre raumliche Struktur 
auch bei héheren Spannungen, die bei geniigend langer Einwirkung mit Sicherheit den Durch- 
schlag herbeifiithren wiirden, zu untersuchen. Zur Vermeidung von Durchschlagen mu8 dabei 
die Wirkdauer der Spannung kiirzer als die jeweilige Entladeverzugszeit sein. 

Da bei den obigen Untersuchungen festgestellt wurde, daB sich nach 1,5 ws die Entladung 
sogar bei den niedrigen Spannungen bereits vollig ausgebildet hat, wurde die folgende Unter- 
suchung auf Auswirkungszeiten der Spannungen unter 1,5 ws beschrankt. 

Diese Versuche wurden bei 15 mm Elektrodenabstand mit einem Spitzenradius von 0,5 mm 
durchgefithrt, wobei zunachst die StoBkennlinie der Anordnung ohne Film mit Hilfe eines Ka- 
thodenstrahloszillographen aufgenommen wurde. Die g0%-Durchschlag-Sto8spannung betrug 
dabei 27,5 kV mit einer Mindestentladeverzugszeit von etwa 1,2 Ms. 

Kurve 1 Bild g zeigt die Ausbreitung 6 der Kaniale bei einer StoBspannung von 33,5 kV 
(mit 1,5 ws Abschneidezeit)', die also héher als die g0°%-Durchschlag-StoBspannung liegt, Kurve 2 
und 3 bei Vollwelle von 23,8 und 19 kV (niedriger al8 die statische Durchschlagspannung). 

Beim Vergleich dieser Kurven sieht man, da8 kein grundsatzlicher Unterschied zwischen der 
Form des Entladungsbereiches bei Vorentladungsspannungen und bei abgeschnittenen Uber- 


Die bei dieser Spannung gelegentlich auftretenden Durchschlage wurden dabei in Kauf genommen., 
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spannungen vorhanden ist. Das Ausbreitungsgebiet der Entladungskandle nimmt lediglich mit 
der Hohe der StoBspannung zu, wobei die Ebene der maximalen Ausbreitung mit zunehmender 
StoBspannung zur Spitze hin verschoben wird. 

Der Verlauf der Gleitspurenlange a in Abhangigkeit von der Entfernung s von der Spitze 
ahnelt demjenigen, der bei Beanspruchung mit kurzzeitigen Spannungsst6Ben unterhalb der 
statischen Durchschlagspannung erhalten wurde (s. Bild 6). Das bedeutet, daB das Anoden- 
potential bei héherer Spannung nicht wesentlich weiter in den Entladungsraum vorgewachsen 
ist als bei niedriger Spannung, obwohl im Abschneide- 
zeitpunkt nach 1,5 ws eine Funkenentladung unmittel- = ™m 
bar bevorstehen kann (Entladeverzugszeit > 1,2 jus). 

Die Anzahl” der Entladungskanale nimmt auch 
bei diesen Versuchen — ahnlich wie bei den niedrige- 
ren StoBspannungen — exponentiell mit der Entfer- 
nung s von der Spitze zu. 

Es zeigt sich somit, daB sich der bei héheren Uber- 
spannungen vor dem Auftreten der Funkenentladung 
festgestellte Entladungsaufbau nicht wesentlich von 
dem bei Spannungen unterhalb der statischen Durch- 
schlagsspannung unterscheidet. Die zeitliche Ent- 
wicklung dieses raumlichen Aufbaus soll in der 
Fortsetzung behandelt werden. 


Entladungsausbreitung 


Bild 10. Schematische 
Darstellung von Entla- 
dungsstruktur und -gebiet, 

raumlich vorzustellen, 


5. Der raumliche Aufbau der Vorentladung 
5.1. Struktur und Anzahl der Kanale 


Von der Anodenspitze aus reichen in der Haupt- 
feldrichtung einige stark ionisierte Kanale bis zur 
Kathodenplatte. Andere Kanale gehen von diesen Bild 9. Die Entladungsausbreitung 6 im Feldraum bei Elek- 
Hauptkanalen aus und verzweigensich aut ihrem Wege trodenabstand 15 mm; Spitzenradius 0,5 mm; Kurve 1 bei 

ie ‘i A ‘ Ff : abgeschnittener StoBwelle von 33,5 kV und 1,5 ws Ab- 
zur Kathode weiter. Auf diese Weise wird das in schneidezeit; Kurve 2 und 3 bei Vollwelle von 23,8 und 
6 ; o 19,0 kV. 
Bild 10 schematisch dargestellte Entladungsgebiet 
durch eine groBe Anzahl von Kandalen ausgefiillt. Die 4uBeren Kanale befinden sich dabei in einem 
feldschwachen Gebiet ; einige von ihnen verlaufen fast parallel zur Platte und hérenim Feldraum auf. 
Die Anzahl » der auf den Film auftreffenden Kanale wachst exponentiell mit zunehmender 


Entfernung s von der Anode, d. h. 
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In unmittelbarer Nahe der Spitze erfolgt die Vermehrung der Kanale allerdings noch rascher, 
so daB diese Formel nur zwischen 0,5 <s < d (cm) Giiltigkeit hat, wobei 1) etwa 10 (bei dem 
Elektrodenabstand d = 2,5 cm) bzw. 6 (bei d = 1,5 cm) betragt. 

A ist somit die spezifische Zunahme der Anzahl der Entladungskandle pro 
Langeneinheit. Siehangt stark vom Elektrodenabstand ab und betragt etwa 1 bzw. 2 bei Elek- 
trodenabstand 2,5 bzw. 1,5 cm. Von der Anodenkriimmung ist A dagegen nur wenig abhangig. 

DaB sich eine groBe Anzahl stark verzweigter Entladungskanale an der positiven Spitze 
entwickelt, wurde schon bei anderen Untersuchungen verschiedentlich beobachtet bzw. ver- 
mutet [6], [8]. Die hier durchgefiihrten Versuche zeigten dariiber hinaus, daf sich bei einem 
einzigen SpannungsstoB unter der oben festgestellten GesetzmaBigkeit eine groBe Anzahl von 
Kanalen (bis 200) ausbilden. 


5.2. Potentialverhaltnisse 


Im Teil 3.2 wurde angenommen, da8 die Gleitspurenlange a etwa dem Potential des am Film 
ankommenden Kanalkopfes proportional sei (Plattenpotential gleich Null gesetzt). Obwohl das 
Potentialam Kanalkopfbeim Auftreffenaufder Platte dem Kathodenpotential, also Null, gleichsein 
mu, erreichen die Kurven vona (s. Bild 6) an der Kathode die Nullinie nicht, da ein auf dem an der 
Platte gelegenen Film auftreffender Kanal noch eine endliche Gleitspurenlange hervorruft. 
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Vernachlissigt man in erster Naherung diese geringfiigige Abweichung, so zeigen die Kurven 
der Gleitspurenlinge (Bild 6) die Veranderung des Kopfpotentiales beim Vorwachsen eines 
Kanals von der Anode zur Kathode. 

Zur Erliuterung dieser Uberlegung diene Bild 11: Wenn der Kanal eine bestimmte Lange /, 
im Entladungsraum zuriickgelegt hat, besteht ein Potentialgefalle vor seinem Kopf, das einer- 
seits der Differenz U— AU, andererseits der Summe U,, + U, gleich ist; U ist dabei das 

Spitzenpotential, wobei das Kathodenpotential gleich Null ge- 

aera setzt ist, AU der Potentialabfall im Kanal, U,, das elektrosta- 

tische Potential entsprechend der angelegten StoBspannung und 

U, das von der Raumladung herriithrende Potential an dem be- 
treffenden Punkt. 

Kurve 2, Bild 11, zeigt damit den grundsatzlichen Poten- 
tialverlauf, wenn der Kanal eine Lange /, hat. 

Einen ahnlichen Verlauf vermutete Lors [11] an Hand der 
Beobachtungen der Entladungskanale der intermittierenden 
Ausbruchkorona [12] und der Leitentladung langer Funken 
mit dem Photomultiplier [8]. 

L aE pi Mit dieser Feststellung kann man nun einen Einblick in die 
Bild 11. Der Verlauf der Gleitspurenlinge a  lonisierungsvorgange im Vorentladungskanal gewinnen. Die 
ee gene eee eee Kurve bei einer Elektrodenspannung von 33,5 kV (Bild 6) zeigt 

des elektrostatischen Potentiales U,, das Absinken des Kanalkopfpotentiales beim Vorwachsen. Der 

(Rensver3)- Kanal hat demnach im Bereich bis zu 14mm Entfernung von 

der Spitze einen linearen Potentialabfall von etwa 4,3 kV/cm. 

Die Elektronengeschwindigkeit betragt! bei einem E/f-Wert von etwa 5,7 V/cm Torr etwa 
3,2 108 cm/s”; bei dieser Geschwindigkeit ist eine betrachtliche Ionisierung der Gasmolekiile 
durch ElektronenstoB, selbst der angeregten, kaum moglich. Es ist deshalb verstandlich, warum 
sich die Vorentladungskandle bei niedrigen Spannungen nicht zu einem stromstarken leitenden 
Funken entwickeln kénnen, obwohl sie die beiden Elektroden (bereits nach 20 ns) iiberbriicken. 

StoBionisationsvorgange finden somit ausschlieBlich am Kanalkopf statt. Da neben den 
Ionisierungsvorgangen stets auch Anregungsvorgange der Gasmolekiile stattfinden, kann man 
die Folgerung ziehen, daB nur vorwiegend vom Kanalkopf Photonen abgestrahlt werden, und 
zwar im Bereich bis etwa 20 mm Entfernung von der Spitze — wegen der nur kleinen Verringe- 
rung des Kopfpotentials — mit etwa konstanter Intensitat. 

Messungen der Lichtintensitat anderer Vorentladungskanale fiihrten im wesentlichen zu 
demselben Ergebnis [8]: Konstante Photonenstrahlung im ersten Bereich des Entladungsraumes, 
schneller Abfall dieser Strahlung im zweiten Bereich. Bei den Untersuchungen mit dem Photo- 
multipher wurde dagegen an der Platte selbst niemals eine merkliche Photonenstrahlung fest- 
gestellt [8], [12]. 


5.3. Ubergang zum Durchschlag 


Um eine intensive Vermehrung der Ladungstrager im Kanal und damit den Durchschlag 
hervorzurufen, muB sich der Vorentladungskanal der Kathode mit einem relativ hohen Potential 
nahern, da dann vor allem infolge starker Photonenemission aus der Kupferplatte zahlreiche 
Elektronen losgerissen werden, die durch die vor dem Kanalkopf erhéhte Feldstarke beschleunigt 
werden [1]. Diese Elektronen wandern dann im Vorentladungskanal zur Anode hin. Ist nun 
das Potentialgefalle bzw. E/p-Wert im Kanal fiir eine Ionisation durch Elektronensto8 nicht 
ausreichend, so klingt die Vorentladung ab; ist es dagegen geniigend groB, so hat die starke 
Ladungstragervermehrung den Ubergang in die Funkenentladung zur Folge. 

Es kann nun gefolgert werden, daB der zum Durchschlag fiihrende Entladungskanal an der 
Kathode eine Gleitspurenlange gréBer als 20 mm erzeugen miiBte. Die Kurven Bild 12 zeigen 

* Dieser Wert wurde den Messungen von E. BrapBury und R. A. NIELSEN entnommen [s. Phys. Rev. 51 
(1937) S. 69]. 

~ Elektronengeschwindigkeiten von derselben GréBenordnung, jedoch in anderen Arten von Kaniilen 
wurden von Lors errechnet [11], wobei sich Potentialabfalle zwischen 4 und 7 kV/cm ergaben. 
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die Reichweite eines Kanals bestimmter Gleitspurenlange (von 20 bis 35 mm) in Abhangigkeit 
von der Elektrodenspannung. Je héher die Spannung gewahlt wird, desto weiter reichen die 
Kanale hohen Kopfpotentiales zur Kathode. Die Extrapolation dieser Kurven bis zu der Entfernung 
von der Spitze, die dem Elektrodenabstand gleich ist, erlaubt es, die Spannung U,, zu ermitteln, 
die (nach einer gewissen Zeit) einen Vorentladungskanal genii- 
gend hohen Potentiales bis zur Platte vorzutreiben vermag. ‘aah | | 
Die extrapolierte Spannung U, entspricht tatsachlich der | 
Durchschlag-StoBspannung der untersuchten Anordnung (etwa 
42kV). Das bedeutet, daB sich bei einem Versuch mit einer 
Vollwelle von der Héhe U, (nach geniigend langer Zeit) ein 
Kanal mit der Gleitspurenlange von 20 bis 35 mm an der Ka- 
thode ankommen wiirde, der die beiden Elektroden als stark 
ionisierter Schlauch verbindet. Er hat einen mittleren Span- 
nungsabfall von 17 kV/cm entsprechend einem E/f-Wert von 
etwa 23 V/cm: Torr, bei dem sich die Elektronen inihrem Lauf 
zur Anode durch StoBionisation rasch vermehren. Die strom- 
starke Funkenentladung steht dann unmittelbar bevor. 


StoBspannung U/ 


6. Zusammenfassung 


Zur Untersuchung des Entladungsaufbaus im _ ungleichfor- Corer) ae 
migen Feld bei positiver Spitze und negativer Platte wurde eine 
neue Methode verwendet. Hierbei befand sich zwischen den 
Elektroden ein in Richtung der Spitzenachse verschiebbarer | 
0 5 10 15 20mm 25 


photographischer Film, der, mit der empfindlichen Schicht Reichivelte den iandle bestinmaien 
der Spitze zugewandt, parallel zur ebenen Kathode angeordnet Gleitspurenliinge a von der Spitze 
war. Beim Anlegen gentigend hoher Spannung wachsen von der _ Bild 12. Reichweite der Kanale bestimmter 

‘ ea : : Gleitspurenlange a in Abhangigkeit von der 
Spitze Entladungskandle in Richtung der Kathode vor; wennsie  angelegten StoBspannung U; Elektroden- 
den Film erreichen, werden sie in seine Ebene umgelenkt und er- grees cate eee Seer 
zeugen auf der photographischen Schicht von den einzelnen a-Wert: 20 25 30 35 (mm). 
Auftreffpunkten ausgehende Gleitentladungsspuren. 

Die im ganzen Entladungsraum bei der Spannungswelle 1/50 ws gewonnenen Aufnahmen 
ergaben eine erstaunlich groBe Ausbreitung der Entladungskanale: in axialer Richtung bis zur 
Kathode (Schlagweite bis 2,5 cm) und in seitlicher Richtung bis zum Plattenrand (Durchmesser 
1ocm). Die Anzahl der Kanale im Entladungsraum wuchs exponentiell mit zunehmender 
Entfernung von der Spitze und erreicht an der Platte den iiberraschend groBen Wert von etwa 
100 bis 200. Die gréBte Lange der in einem Entladungsbild vorhandenen Gleitentladungsspur 
gab AufschluB iiber die Potentialverhaltnisse im Kanal und am Kanalkopf. Die Spannungs- 
abhingigkeit der Gleitspurenlange erlaubte es, einerseits eine Vorstellung vom Ubergang der 
Vorentladung in den Funkendurchschlag zu entwickeln und andererseits auf die Einsatzspannung 
der Anordnung bei StoBspannung zu schlieBen. 

Wie sich dieses auBerst komplizierte Entladungsgebilde zeitlich entwickelt, konnte durch 
abgeschnittene 1/50 us-StoBwellen einer Zeitdauer von mehr 1,5 ws nicht festgestellt werden, 
da die Entladung nach 1,5 ws bereits véllig entwickelt ist. 
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Zeitliche Entladungsentwicklung im ungleichformigen Feld 
bei positiver Spitze in atmospharischer Luft 


Von 
EssAmM NASSER 
Mitteilung aus dem Hochspannungsinstitut der Technischen Universitat Berlin 
Mit 13 Textabbildungen 


(Eingegangen am 12. August 1958) 


Inhaltsiibersicht: 1. Einfiihrung — 2. Versuche und Versuchsergebnisse: 2.1. MeBergebnisse der Unter- 
suchung im Spannungsbereich unterhalb der statischen Durchschlagspannung; 2.2. Mefergebnisse der Unter- 
suchungen im Spannungsbereich oberhalb der 90°%-Durchschlag-StoBspannung — 3. Die zeitliche Entwicklung 
des Entladungsaufbaus — 4. Zusammenfassung — Literatur. 


1. Einfihrung* 


In einem friitheren Aufsatz [5] war der mit Hilfe einer auf H. WINKELNKEMPER Zurtick- 
gehenden, photographischen Untersuchungsmethode festgestellte raumliche Entladungsaufbau 
im ungleichférmigen Feld beschrieben worden. Zwischen die Elektroden einer Spitze-Platte- 
Funkenstrecke wurde ein photographischer Film parallel zur Platte eingebracht. Wird eine 
geniigend hohe Spannung angelegt, so wachsen von der Anodenspitze Entladungskaniale vor, 
die auf dem Film Auftreffpunkte und davon ausgehende Gleitentladungsspuren erzeugen. 

Es wurde eine erstaunlich groBe Ausbreitung der Entladungskanale — selbst bei Spannungen 
viel niedriger als die statische Durchschlagsspannung — festgestellt: axial bis zur Kathode 
(Elektrodenabstand 25mm) und radial bis zum Plattenrand. Dieser ausgedehnte Bereich 
enthielt eine groBe Anzahl von Kanalen, die mit wachsender Entfernung von der Anode ex- 
ponentiell zunahm, wobei sie an der Kathodenplatte den iiberraschend groBen Wert von 100—200 
erreichte. 

Im folgenden soll nun die zeitliche Entwicklung dieser raumlichen Entladungsstruktur 
dargestellt werden. 

Die fritheren Untersuchungen bei abgeschnittener 1/50 ws-StoBwelle hatten ergeben, daB der 
festgestellte rdumliche Entladungsaufbau bereits nach 1,5 ws vollstandig ausgebildet ist. 

Den weiteren Versuchen wurden daher steile Rechteck-Spannungsimpulse kurzer Dauer 
(zwischen 5 und 340 ns) zugrunde gelegt. Die in Bild 1 dargestellte symmetrische Schaltung 


C R 


2F vo tp VA K i 
= C R L=57m 


Bild 1, Schaltbild der Wanderwellenanlage zur Erzeugung von stcilen Rechteck-Spannungsimpulsen kurzer Daucr, 


einer Wanderwellenleitung diente zur Erzeugung dieser Impulse, deren Zeitdauer durch Ver- 
schieben des KurzschluBbiigels K veraéndert werden konnte. ZF ist eine in komprimiertem 
Stickstoff von etwa 8 kg/cm? eingebaute Ziindfunkenstrecke, die sich unter Spannung fern- 
steuern laBt. Diese Konstruktion fiihrt auf kleine Schlagweiten (und damit kleine Kugeln), 
wodurch sich eine sehr steile Wellenstirn (von etwa 8 ns) ergibt. 


* Herrn Prof. Dr.-Ing. R. StRiGEL und Herrn Dr.-Ing. H. WINKELNKEMPER dankt der Verfasser fiir ihre 
wertvolle Unterstiitzung wahrend der Durchfiihrung der Arbeit. 
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Die Summe der beiden Widerstande FR ist gleich dem Wellenwiderstand Z der Wander- 
wellenleitung. SchlieBt man die Leitung mit einem Widerstand Z ab, so erhalt man Spannungs- 
wellen mit langem Riicken (Riickenhalbwertzeit = 40 ws). 

Zur Feststellung der Reflexionsfreiheit der Leitung wurde die Spannungswelle iiber einen 
ohmschen Teiler mit dem Kathodenstrahloszillographen gemessen; wahrend der Aufnahme von 
Entladungsbildern waren Teiler und Oszillograph abgetrennt. Ein 
elektrostatisches, parallel zur Ziindfunkenstrecke ZF geschaltetes 
Voltmeter V diente zur Messung der Aufladespannung 2 U der Kon- 
densatoren C; die Spannung an der Versuchsstrecke ist dann U. 


2. Versuche und Versuchsergebnisse 


Ahnlich wie bei der Untersuchung des raumlichen Entladungs- 
aufbaues [5], wurden auch hier die groBte in einem Entladungsbild 
vorhandene Gleitspurenlange a, die gréBte Ausbreitung b und die 
Anzahl n der Entladungskandle aus den Entladungsbildern aus- 
gewertet (s. Bild 2). Die Streuung dieser MeBwerte, die vor allem 
auf die Streuzeit des Entladeverzuges zuriickzufiihren ist, wurde _ pita 2. schematische Darstellung 
durch mehrere, jeder Versuchsreihe vorangehende Durchschlage weit- Pees eee 
gehend vermindert. Durch die hoch ionisierte Gasentladung, die auch kurzwelliges Ultra- 
violett ausstrahlt, werden dabei im Entladungsraum und seiner Umgebung in groBer Anzahl 
Ladungstrager gebildet, durch die sich die bis zum Beginn des Entladungsaufbaus verstreichende 
Streuzeit erheblich verringert; die bei gleichen Bedingungen gewonnenen Entladungsbilder 
weisen dann nur noch kleinere Unterschiede auf. 


2.1. MeBergebnisse der Untersuchung im Spannungsbereich 
unterhalb der statischen Durchschlagsspannung 


Diese Versuche wurden samtlich bei einer StoBspannung von 25 kV bei einem Elektroden- 
abstand von 25 mm (Spitzenradius 0,5 mm) durchgefiihrt. 


35 Ta * Zunachst wurde der Entladungsbereich mit 
Ee ‘ els Vollwelle und mit verschiedenen Impulszeiten 
U=25xV ; ae 
340ns von 8—340 ns ermittelt und in Bild 3 aufgetragen. 
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Bild 3. Die Entladungsausbreitung bim Feldraum in Abhangigkeit Bild 4. Die maximale seitliche Entladungsausbreitung b in Ab- 


max 
hangigkeit von der Impulszeit t; Elektrodenabstand 25 mm; Spitzen- 
radius 0,5 mm; statische Durchschlagsspannung 34 kV. 


von der Entfernung s von der Spitze bei einer StoBspannung von 
25 kV und verschiedenen Impulszeiten ¢; Elektrodenabstand 25 mm 
und Spitzenradius 0,5 mm, 
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in radialer Richtung zuriickgelegt. Die ersten Entladungskanale erreichen die Kathodenebene 
nach einer Zeit von 20ns. Die Ausbreitung des Entladungsbereiches wird mit zunehmender 
Impulszeit immer kleiner. 

Bild 4 gibt den Verlauf von der maximalen seitlichen Entladungsausbreitung 0,,,, in Ab- 
hangigkeit von der Impulszeit ¢ wieder. 0,,,, Wachst zundchst schnell, dann immer langsamer 
und erreicht nach 340 ns etwa 95% ihrer vollen GréBe. 


s=6 s=8 s=10 s=11mm 


Bild 5. Entladungsbilder zur Bestimmung der Kanallange /z und des Entladungsbereiches bei einer Impulszeit ¢ = 8 ns; StoBspannung 25 kV; 
Elektrodenabstand 25 mm. 


Aus der Lage der Auftreffpunkte der ersten Kandle ergab sich, daB sich letztere durchweg 
nahe der Hauptfeldachse entwickeln. Man kann daher bei einer bestimmten Impulszeit jenen 
Abstand des Filmes von der Spitze, bei dem 


8 
at a gemessen ~~ pe gerade noch eine schwache Auftreffspur zu 

==55 gerechne e erkennen ist, mit der Lange des ersten Kanals 
A rk gleichsetzen. 

§ Ein Beispiel zur Bestimmung der Kanal- 
tas =, lange J, bei einer bestimmten Impulszeit ¢ 
‘a, 15 n ne mége die angewendete Methode erlautern: 
= h\ B Die Entladungsaufnahmen in Bild 5 sind bei 
s @ einer Impulszeit von 8 ns in verschiedenen 
3 1 28 Entfernungen s von der Spitze gemacht 
3 S worden. Bei s= 10mm ist die Spur der 

E Kanadle gerade noch zu erkennen. Bei 

; / ! s = 11mm ist dagegen nur noch die von 
/ den vorauseilenden Photonen hervorgerufene 

He : 0 diffuse Schwarzung festzustellen, die bis zu 

0 ‘ 8 1 16 = TS 20 einer Entfernung von 15 mm von der Spitze 


Zeit t ; ¢ Sees 
Bild 6. Die Kanallange /z und Kanalvorwachsgeschwindigkeit vp in auf dem Film noch erkennbar ist. Fiir ke 


mo 
Abhangigkeit von der Zeit ¢ bei einer Sto®spannung von 25 kV; Elek- Impulszeit von 8 ns wird somit als Kanallange 
trodenabstand 25 mm. 
1, = 10 mm angesehen. 
Wiederholt man nun diese Versuche bei anderen Impulszeiten, so erhalt man die in Bild 6 
dargestellte Beziehung zwischen der Linge J, des ersten Kanals und der Zeit t. 
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Die Vorwachsgeschwindigkeit v, des ersten Kanals la8t sich aus der Einwirkdauer der 
Spannung und den in dieser Zeit vom Kanal zuriickgelegten Weg, d. h. durch Differenzierung 
der Lange-Zeit-Kennlinie bestimmen. Sie ist in Bild 6 aufgetragen und betrigt in Spitzennahe 


Gleitspurenlange a 


0 5 10 15 20. mm 2 
Entfernung ¢ von der Spitze 


Bild 7. Die Gleitspurenlange a in Abhangigkeit von der Entfernung s von 
der Spitze bei verschiedenen Impulszeiten t; StoBspannung 25 kV; Elek- 
trodenabstand 25 mm; 

Kurve: 12 Sees ed ee 5 Oe 877 8 9 10 
Impulszeit (ns) 8 10 12 15 20 80 160 240 340 Vollwelle 


etwa 3: 108cm/s; bei Annaherung an die Platte 
fallt sie auf die Halfte dieses Wertes ab. 
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Anzahl der auf der Platte auftreffenden Kandle M 


———— 
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Bild 8. Die Anzahl N der auf der Platte auftreffenden Kanile 
in Abhangigkeit von der Impulszeit f; Elektrodenabstand 25 mm; 
statische Durchschlagsspannung 34 kV; Spitzenradius 0,5 mm. 


Geschwindigkeiten von derselben GréBenordnung gibt STRIGEL [1], [2] fiir die Fortpflanzung 


der Vorentladung bei langen Schlagweiten an. 


Der grundsatzliche Verlauf der in Bild 6 dargestellten Lange—Zeit-Kennlinie entspricht 
etwa der mit Hilfe der Nebelkammer von RAETHER unter nicht atmospharischen Bedingungen 


¢ = 20ns; 
Bild 9. Entladungsbilder der auf der Platte auftreffenden Kanale bei verschiedenen Impulszeiten ¢; Sto®spannung 25 kV; Elek- 
trodenabstand 25 mm. 


t= 4ons; t = 80ns. 


ermittelten Kurve, bei deren Messung eine StoBspannung von 12 kV mit einer Stirnzeit von 


einigen 10-8 s verwendet wurde [3]. Die bei den 


Nebelkammerversuchen gemessenen Absolut- 


werte der Vorwachsgeschwindigkeit sind jedoch um eine Zehnerpotenz kleiner als die hier ermittelten 
Werte. Dies diirfte auf die unterschiedlichen Versuchsbedingungen zuriickzufiihren sein [5]. 
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In Bild 7 ist die Gleitspurenlange a abhangig von der Entfernung s von der Spitze bei ver- 
schiedenen Impulszeiten von 8—340 ns und bei Vollwelle aufgezeichnet. @ entspricht bei den 
Versuchen mit kurzer Impulsdauer nicht mehr dem Kanalkopfpotential, da die zur Ausbildung 
der Gleitentladungsspur zur Verfiigung stehende Zeit an den einzelnen Stellen des Feldraumes 
nicht mehr gleich ist?. 

Bei der Vollwelle der Wanderwellenanlage ist die Kanalzahl vor allem wegen der gréBeren 
Stirnsteilheit der Welle auf etwa die Halfte der Kanalzahl bei 1/50 ws-StoBwelle zuriickgegangen. 
Die Abhangigkeit der Anzahl N der an der Platte ankommenden Kanile von der Zeit ¢ wurde 
nun aus den an der Platte gewonnenen Entladungsbildern ermittelt und ist in Bild 8 dargestellt. 
N wichst von ¢ = 0,02 ws (der Laufzeit des schnellsten Kanals) zunachst rasch an und erreicht 
bei 0,3 ws praktisch seinen Endwert. 

Die Entladungsaufnahmen in Bild 9 zeigen die auf der Platte auftreffenden Kanale nach 20, 
40 und 80 ns, wobei die jeweilige Kanalzahl 2, 7 und 23 betragt. 


2.2. MeBergebnisse der Untersuchungen im Spannungsbereich 
oberhalb der go%-Durchschlag-StoBspannung 


Diese Versuche wurden an derselben Elektrodenanordnung bei einer StoBspannung von 
38,5 kV durchgefiihrt. Die g0%%-Durchschlag-StoBspannung der filmfreien Anordnung mit der 
Vollwelle der Wanderwellenanlage betrug 36,5 kV. 


40/- Bild 10 stellt den Entladungsbereich im Feld- 
TM raum mit der Impulszeit ¢ als Parameter dar. 
Man erkennt, daB diese Kurven jenen bei 25 kV 
35} (s. Bild 3) sehr ahneln, daB sich die Entladung 
jedoch viel schneller axial und radial ausbreitet. 
Die maximale seitliche Entladungsausbrei- 
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Bild 10. Die Ausbreitung b der Entladungskaniale im Feldraum bei Bild 11. Die Kanallange 7p und Kanalvorwachsgeschwindigkeit vp in 
verschiedenen Impulszeiten ¢; StoBspannung 38,5 kV; Elektroden- Abhangigkeit von der Zeit ¢ bei einer StoBspannung von 38,5 ‘kV; 
abstand 25 mm. Elektrodenabstand 25 mm 


der Impulszeit ¢ dargestellt. Sie wachst zuerst exponentiell an und nihert sich dann einem 
Endwert. Man erkennt, daB bei 38,5 kV die seitliche Entladungsausbreitung wesentlich schneller 
als bei 25 kV vor sich geht. 


‘ Aus den Kurven Bild 7 kann die Entwicklungsgeschwindigkeit der Gleitentladung an den verschiedenen 
Stellen des Feldraumes ermittelt werden, was in einem spateren Aufsatz eingehend behandelt wird. 
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Es wurde ferner die axiale Kanallange /, bei Impulszeiten zwischen 5 und 10 ns ermittelt 
und in Bild 11 dargestellt. Man entnimmt durch Extrapolation daraus, daB der Kanal etwa 
3,5 ns nach Anlegen der StoBspannung vorzuwachsen beginnt und die Plattenelektrode nach 
etwa 11 ns erreicht. 

Aus dieser Kurve wurde die Vorwachsgeschwindigkeit v, der ersten Entladungskanile 
ermittelt und in Abhangigkeit von der Zeit in Bild 11 dargestellt. 

Die Anzahl N der auf der Platte auftreffenden Kanale wurde auch hier in ihrem zeitlichen 
Verlauf untersucht und in Bild 8 zusammen mit der bei 25 kV ermittelten Kurve aufgetragen. 
Man erkennt, daB N zuerst linear wachst und sich dann einem Endwert nahert, der etwa doppelt 
so groB ist wie bei 25 kV. Der Verlauf der beiden Kurven ist jedoch sehr ahnlich. 

Auf Grund der oben erlauterten MeBergebnisse gelangt man zu der SchluBfolgerung, daB 
sich beim Ubergang zu Spannungen, die hdher als die statische Durchschlagsspannung sind, 
am Entladungsaufbau vor dem Umschlagen in die Funkenentladung qualitativ nichts andert, 
sondern lediglich eine quantitative Erhohung der KanalgréBen (Lange, Vorwachsgeschwindig- 
keit, Ausbreitung und Anzahl) zu beobachten ist. Weder die Entladungsbilder noch die daraus 
ermittelten GroéBen weisen auf irgendwelche Veranderungen in den Erscheinungen hin. 

Es entsteht also auch bei einer zum Durchschlag ausreichenden Spannungshohe stets eine 
Vorentladung, aus der sich bei geniigend langer Wirkdauer der Funkendurchschlag entwickelt. 
Diese Vorentladung unterscheidet sich qualitativ nicht von den Vorentladungen im Spannungs- 
bereich unterhalb der statischen Durchschlagsspannung. 


3. Die zeitliche Entwicklung des Entladungsaufbaus 


Das auBerst verzweigte Entladungsgebilde bei der Elektrodenanordnung positive Spitze/ 
negative Platte, wie es in der friiheren Arbeit geschildert worden ist [5], entwickelt sich nach den 
vorstehenden Untersuchungen folgendermaBen: An der Anodenspitze bildet sich ein Kanal, 
der in der Hauptfeldrichtung zur Kathode vorwachst, wobei er sich nach 1 mm in 3 oder 4 gleich- 
starke Kanale verzweigt hat. Diese Kanale besitzen zunachst z. B. bei 25 kV eine Geschwindig- 
keit von etwa 3: 108 cm/s, die beim weiteren Vorwachsen in axialer und radialer Richtung stetig 
abnimmt; nach 8 ns vom Anlegen der StoBwelle haben sie bei weiterer Verzweigung etwa 10 mm 
zuriickgelegt (Bild 12a). Die in seitlicher Richtung verlaufenden Nebenaste breiten sich lang- 
samer aus als die ersten Hauptkanile, die nach insgesamt 15 ns in 19 mm Entfernung von der 
Anode angelangt sind (Bild 12b). 20ns nach Anlegen der StoBspannung haben die Haupt- 
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t=8ns t=15ns ¢=20ns t=80ns 


Bild 12. Die Entwicklung der Entladungskanale von der Anodenspitze zur Kathodenplatte bei 25 kV. 


kanale mit einer Geschwindigkeit von etwa 1-108 cm/s die Kathode erreicht (Bild 12c). Die 
sich auf ihrem Wege weiter verdstelnden Nebenkanale treffen entsprechend ihrer geringeren 
Geschwindigkeit und ihres langeren Weges erst spater an der Platte ein (bis etwa 160 ns). Die 
seitliche Ausbreitung der Kaniale, die um so langsamer wird, je weiter die Kanale von der Feld- 
achse entfernt sind, hat nach etwa 1 ws ihren Endwert erreicht. 

Eine streng theoretische Behandlung der beschriebenen Erscheinungen ist wegen des un- 
bekannten Feldstaérkenverlaufes im ganzen Feldraum nicht méglich. Wenn man aber annimmt, 
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da® der erste Entladungskanal streng axial von der Spitze zur Platte verlauft, kann man die 
angeniherte Formel zweier konfokaler Rotationsparaboloide fiir die axiale Feldstarke ver- 


wenden, namlich 


wobei f und F die Scheitelabstande vom Brennpunkt der inneren und auBeren Parabel bezeichnen, 
x den Abstand des Aufpunktes auf der Feldachse vom Scheitel der inneren Parabel und U die 
in kV gemessene Elektrodenspannung. Bei Verwendung von halbkugliger Spitze und Kathoden- 
platte kann angenommen werden, daB f= 0,57 und F=d ist, wobei.v den Spitzenhalbmesser 
und d den Elektrodenabstand bedeuten. Die Feldstarke erhéht sich jeweils hierbei nach Modell- 
messungen um ein Drittel, so daB die Formel lautet: 


U 1 
i, : Sal ayers (1) 


Macht man weiterhin die Voraussetzung, dab die Vorwachsgeschwindigkeit des ersten 
Kanals dieser Feldstarke proportional ist, d. h. 


V, = hy B, (2) 


ist, so erhalt man aus Formel (1) und (2) fiir die Kanalvorwachsgeschwindigkeit den Ausdruck 


(3) 


und kz = 0,5 7 ist. Durch Integration dieser Beziehung erhalt man die 
P 


dx k,-U 
Oe, —— ey Oe Sa. ; 
5 dt 4h, 
wobei k, = —— 
Oo 


ad 
Wegstrecke x, um die der Kanal in der Zeit ¢ — 4, vorgewachsen ist, wobei f, die Zeitspanne vom 
Anlegen der StoBspannung bis zum Beginn des Kanalvorwachsens ist, d. h. 
t x 


d ; ; 
Oh, = ih, . | (x + ks) dx , 
ty ro) 
und nach Integration 
Mt 2 he %—2 hy ka U (tt) = 0% (4) 


ky und ks sind aus den geometrischen GréBen der verwendeten Anordnung zu bestimmen. 
Der durch die physikalischen Vorgange am Kanalkopf (Photonenemission und -absorption, 
Photoionisation, Raumladungsfeld usw.) bestimmte Faktor k, wurde aus den Messungen zu 
22+ 10% bei 25 kV und zu 29 - 10° (cm/s)/(V/cm) bei 38,5 kV ermittelt. Die errechneten Kurven 
fiir die Kanalgeschwindigkeit und Kanallange [vermittels Formel (3) und (4)] in Abhangigkeit 
von der Zeit sind in den Bildern 6 und 11 zum Vergleich mit den gemessenen Kurven aufgezeichnet. 

Die Zeitspanne fy, die zwischen Anlegen der StoBspannung und Beginn des Kanalvorwachsens 
vergeht, wurde aus der Messung (Bild 6 und 11) zu 3,6 ns entnommen. Es ist erstaunlich, daB 
sich nach dieser kurzen Zeit bereits ein Kanal bildet. Da die Stirnzeit der Spannungswelle auf 
etwa 8 ns geschatzt wird, ist die Spannung beim Beginn des Vorwachsens noch nicht auf ihren 
Nennwert angestiegen. Nimmt man im folgenden einen linearen Stirnanstieg an, so sieht man, 
daB die Feldstarke in der unmittelbaren Umgebung der Spitze bei einer StoBspannung von 
25 kV erst nach 2,6ns eine betrachtliche Ionisierung durch Elektronensto8 erlaubt (Einsatz- 
spannung dieser Anordnung ist etwa 8 kV). 

Ein im Gebiet hoher Feldstarke zufallig vorhandenes Elektron wird sofort in Feldrichtung 
unter Bildung einer Elektronenlawine beschleunigt. In ihrem Lauf zur Spitze geraten die so 
gebildeten Elektronen in ein raéumlich und zeitlich zunehmendes Feld. Ihre Geschwindigkeit 
und ihre Vermehrung wachsen deshalb sehr rasch. 

Um diese Geschwindigkeit v, und die fiir eine bestimmte Vermehrung notwendige Laufzeit 
der Elektronen ¢, zu berechnen, sei der Einfachheit halber eine konstante Elektrodenspannung 
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von 10kV angenommen. Unter Verwendung der angeniherten Formel (1) fiir die Feldstarke 
zweier konfokaler Rotationsparaboloide wurde die Elektronengeschwindigkeit v, und der 
Koeffizient « der Ionisierung durch Elektronensto8 bis etwa 1mm Entfernung von der Spitze 
ermittelt und in Bild 13 aufgetragen. Durch die graphische pe von « kann man den 


fiir die Ladungstragervermehrung ma8geblichen Ausdruck, namlich i o dx fiir eine bestimmte 


: : Ay 
Wegstrecke *,— %, ermitteln; die Gesamtzahl der Elektronen an der Stelle x, fiir eine in x, 
Hy 
gestartete Lawine ergibt sich dann zu exp a OK, 


Die Zeitspanne, die vom Erreichen de Einsatzspannung bis zum Beginn des Vorwachsens 
der Kanalentladung erforderlich ist, entspricht der Laufzeit ¢,, —?,, der Elektronen von der 


Ay 
Stelle %, zur -Stelle x,, wobei a o& dx = 19 sein muBl. Um diese Zeit zu berechnen, wurde die 


Elektronenlaufzeit ¢, von as 49° 
Stelle % zur Spitze durch graphi- 80-320 
sche Integration der Kurve fiir die cms} KV/em 
Elektronengeschwindigkeit v, er- 
mittelt und in Bild 13 aufgetragen. 

Wenn sich beispielsweise ein 
freies Elektron 0,3 mm von der 
Spitze befindet, so hat es sich, 
wie man aus der Beziehung 
o = f(x) ermitteln kann, nach 
Zuriicklegung eines Weges von 
etwa 0,1mm durch StoBionisa- 
tion auf den Wert e!® vermehrt. 
Von dem Kopf dieser ersten La- 0 0,2 0,4 0,6 0,8 mmi40 
wine kann nun, ahnlich wie im Entfernung 2 von der Spitze 


[=p] 
=) 
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= 
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Elektronengeschwindigkeit U, 
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; a a : Bild 13. Die Feldstarke Z, der Koeffizient der Tonisierung durch ElektronenstoB «, die 
gleichférmigen Feld, ein anoden Elektronengeschwindigkeit v, und die Elektronenlaufzeit ¢, zur Spitze in Abhingigkeit 


gerichteter Kanal und ein katho- von der Entfernung x von der Spitze bei einer Bleitrodonspannung von 10 kV. 
dengerichteter Kanal vorwachsen. 

Die Laufzeit ¢, der Elektronen von x = 0,3 bis 0,2 mm betragt somit etwa 0,4 ns, womit 
sich die Zeitspanne 4 vom Anlegen der Sto8spannung bis zum Beginn des Vorwachsens der 
Kanalentladung aus der Summe der zur Erreichung der Einsatzspannung erforderlichen Zeit 
von 2,6 ns und ¢, (im obigen Beispiel ¢, = 0,4 ns) zu 3,0 ns ergibt. 

Zu diesem Zeitpunkt hat die StoBspannung einen Wert von 9,4 kV. Die mittlere Spannungs- 
hohe wahrend des Ablaufes dieser Lawine betragt somit 8,7 kV. Die mit 10kV durchgefiihrte 
Rechnung ware daher mit 8,7 kV zu wiederholen, wodurch jedoch die Zeit f) nicht wesentlich 
von dem ermittelten Wert andert. 

Das beobachtete Vorwachsen der Kanalentladung nach einer Zeit von etwa 3,6 ns ist nach 
der obigen Rechnung somit physikalisch erklarlich. 

Das rasche Vorwachsen des Kanals in dem Feldraum geschieht folgendermaBen: 3,6 ns nach 
Anlegen der Sto8spannung werden vom Kopf der ersten Elektronenlawinen Photonen in alle 
Richtungen bis zu einigen Millimetern Entfernung yom Lawinenkopf ausgesendet. Die Gas- 
molekiile, die diese Photonen absorbieren, gehen in einen angeregten bzw. ionisierten Zustand 
iiber. Alle in einer Entfernung von der Spitze kleiner als 1mm auf diese Weise entstandenen 
Photoelektronen kénnen bei einer Elektrodenspannung von 10 kV allein aufgrund der elektro- 
statischen Feldstarke stoBionisieren. Bild 13 zeigt, da8 « in einer Entfernung von 1mm von 
der Spitze etwa 150 betragt. Die Elektrodenspannung ist jedoch nach Ablauf der ersten Lawine, 
d. h. bei = 3,6 ns, auf etwa 12 kV angestiegen, was die StoBionisierung der gebildeten Photo- 


1 Dieser Wert von H. RAETHER [4] fiir die zum Umschlag in die Kanalentladung erforderliche kritische 
Vermehrung der Elektronen angegeben. 
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elektronen weiter begiinstigt. AuBerdem hat die im Gebiet der ersten Lawine entstandene 
Raumladung der zuriickgebliebenen positiven Ionen eine weitere Erhéhung der wirksamen 
Feldstarke zur Folge. 

Die resultierende Feldstirke wird also nach 3,6 ns so groB sein, da8 auch die in etwa 3 mm 
Entfernung! von der Spitze gebildeten Photoelektronen durch StoBionisation Lawinen bilden, 
die unter Aussendung weiterer Photonen eine groBe Anhaufung positiver Ionen hinterlassen, 
wodurch sich das hohe Feld weiter in den Raum vorschiebt. Nach der zur Erreichung der kriti- 
schen Verstarkung erforderlichen Zeit ist der Kanal somit insgesamt um 3 mm vorgewachsen, 
dem entspricht eine Geschwindigkeit von etwa 3+ 10%cm/s. Damit wird die gemessene Vor- 
wachsgeschwindigkeit der Entladungskanale von derselben GréBenordnung verstandlich. 

In 8ns hat die Spannung und die elektrostatische Feldstarke ihren Scheitelwert erreicht, 
womit der inzwischen zu 10mm Lange vorgewachsene Kanal auf dieselbe beschriebene Weise 
weiter in den Feldraum vordringt. 

Fiir das Kanalvorwachsen ist also eine geniigende Anzahl von Photonen, eine bestimmte 
Erhéhung der Feldstarke durch positiven Ionen und eine geniigend kleine mittlere freie Weg- 
lange der ionisierenden Photonen notwendig. Da diese maBgebenden Faktoren nicht nur in 
axialer Richtung, sondern auch gleichzeitig in radialer Richtung wirksam sind, kénnen sich am 
Kanalkopf mehrere Zweige ansetzen, was zu den starken festgestellten Verdstelungen fihrt. 
Das Vorwachsen dieser seitlichen Kanale geht infolge der verminderten Feldstarke langsamer 
vor sich. Aste, die in ein Gebiet kommen, wo die Feldstaérke unter dem fiir das Vorwachsen 
notwendigen Mindeswert gesunken ist, héren dann im Feldraum auf. 


4, Zusammenfassung 


Durch Verwendung einer neuen Untersuchungsmethode wurde der friiher festgestellte, 
juBerst verzweigte, raumlich ausgedehnte Entladungsaufbau in seiner zeitlichen Entwicklung 
untersucht, wobei steile Rechteckspannungssté6Be einstellbarer Dauer (von einigen bis 340 ns) 
herangezogen wurden. 

Um die Ausbildungsphasen des festgestellten groBen Ausbreitungsgebietes zu bestimmen, 
wurden die Kurven der Entladungsausbreitung im Feldraum mit der Zeit als Parameter auf- 
genommen. Sie zeigten, da die Kanale bereits nach 0,3 us ihre gréBte seitliche Ausdehnung 
erreicht haben. Bei dieser Untersuchung wurde ferner die sehr friihe und rasche Entwicklung 
der ersten Kanale festgestellt; sie erreichen (bei Spannungen unterhalb der statischen Durch- 
schlagsspannung) bereits nach etwa 20ns die Kathode. Den das axiale Vorwachsen dieser 
Kanale beschreibenden Lange-Zeit-Kennlinien lieBen sich von Anode zu Kathode abnehmende 
Kanalvorwachsgeschwindigkeiten von einigen 108 cm/s entnehmen. Bei der Untersuchung der 
zeitlichen Zunahme der auf der Platte auftreffenden Entladungskanadle wurde festgestellt, 
daB die Kanalzahl zunachst linear ansteigt und nach etwa 0,3 us schlieBlich einen Endwert 
erreicht. Dieser zeitliche Aufbau der Entladungskanadle wurde naherungsweise berechnet und 
mit den gemessenen Werten verglichen. 
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1 Bis zu dieser Entfernung vom Kanalkopf wurde eine merkliche Schwarzung der photographischen Schicht 
festgestellt. 
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Ziel der Arbeit 


Die RicHARDSON-DusHMANsche Theorie der thermischen Elektronenemission aus der Ober- 
flache gliihender Metalle beruht auf der Annahme quasifreier Elektronen im Innern des Metalles, 
welche mit ihrer Dampfphase auBerhalb des Metalles im thermodynamischen Gleichgewicht 
stehen. Bezeichnet A eine universelle Konstante und B eine jedes Metall als solches kennzeich- 
nende Festzahl, so miBt bei der absoluten Temperatur T der Ausdruck 

B 


j= AT?2e * (1) 
die Dichte des emittierten Elektronenstromes gleich der Dichte des kondensierten Elektronen- 
stromes. Die Konstante A besitzt eine eigenartige Geschichte: Zur Zeit der urspriinglich von 
DusHMAN durchgefiihrten Uberlegungen war die Existenz zweier antiparalleler Richtungen des 
Elektronenspins noch nicht bekannt, und dieser Forscher errechnete fiir A den Zahlenwert 


Amp 


A —> A, = 60 cm? (°K)? © (2) 


Nach der Entdeckung jener Spineigenschaften fand sich jedoch fiir A die korrigierte Angabe 


Amp 
Gia (MEQ) (3) 


Aim An Aen 20 


Obwohl diese Aussage im Lichte der Anschauungen der modernen Physik zweifellos den 
Vorzug vor (2) verdient, sprechen die Mehrzahl der Messungen, soweit sie sich groBenordnungs- 
maBig iberhaupt der DusHmaAnschen Formel anpassen lassen, zugunsten der alteren Angabe (2). 
Wir werden zeigen, daB sich die hierdurch angezeigte scheinbare Diskrepanz zwischen Theorie 
und Erfahrung auf dem Wege der Wellenmechanik beseitigen 1aBt. 


Die korpuskulare Emissionstheorie 


Im VerdampfungsgefaB orientieren wir uns an Hand der ruhenden, rechtshandigen Koordi- 
naten x,y,z; die Ebene z =o soll mit der emittierenden Metalloberflache zusammenfallen, 
wahrend die positive z-Achse in den Dampfraum hineinweise. Bezeichnet mm) die Ruhmasse 
eines Elektrons und seien v,v, v, die beziehentlich achsenparallelen Komponenten seiner je- 
weiligen Korpuskulargeschwindigkeit vom Betrage v, so miBt 


il 1 
NKin = Mo P= — Mo (v2 + vf + v7) (4) 


die kinetische Energie jenes Elektrons im Giiltigkeitsbereiche der NEwtonschen Mechanik, 
auf welche wir uns weiterhin beschranken; gleichzeitig ergibt sich aus dem elektrischen 
Skalarpotential m am Orte des Elektrons im Verein mit der GréBe (— q) seiner invarianten 
Ladung die potentielle Elektronenenergie 


Np = — P= (5) 
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Aus (4) und (5) resultiert die Gesamtenergie 


1 
Treas, SF "Pot a Mo (vz =e vy ee v) = Ue Pp - (6) 


Wir stellen ihrem fiir jedes Elektron individuellen Wert sein thermodynamisches 
Potential€ zur Seite, welches wir als Funktion der absoluten Temperatur T und der Elektronen- 
konzentration 1 je Einheit des Konfigurationsvolumens auffassen 


C=C(T;n). (7) 


Der hier vorausgesetzte Zustand des thermodynamischen Gleichgewichtes wird dann durch die 
beiden Angaben 

P == GOs 2 6 == CONSE (8) 
erschépfend beschrieben. 

Da die Elektronen dem PAULI-Prinzip unterliegen, ist fiir ihr Verhalten als Kollektiv die 
FERMI-Statistik maBgebend. Wir folgen ihr zunachst ohne Riicksicht auf den Elektronenspin: 
Durch # das PLancxsche Wirkungsquantum bezeichnend, teilen wir den sechsdimensionalen 
,Phasenraum“ der drei Konfigurationskoordinaten %,y,z und der drei Impulskoordinaten 


(Ds. = Mp Vy5 Py = Mo Vy > ?, = Mp U, (9) 


liickenlos in abzahlbar-unendlich viele ,,Zellen‘‘ je des Hypervolumens 3 ein. Sei k die BoLtz- 
MANNsche Konstante, so miBt dann der stets echte Bruch 


enc (10) 


die Anwesenheits-Wahrscheinlichkeit jeweils des Elektrons von der HAmiLtonschen Funktion 


H= (6+ + 6) — pole) = 1 (11) 


innerhalb der den Punkt (f, , 2,3 x, y, 2) einschlieBenden Zelle. Insbesondere resultiert bei der 
Annaherung der Temperatur an ihren 


- absoluten Nullpunkt fiir die Grenzver- 
teilung 
@) = lim w (12) 
1 L—>0 
nach Einfiihrung des thermodynami- 
schen Grenzpotentiales 
Cp =lim¢ (13) 
To 
die Alternative 
’ Cr 7 


We 01 he ap ae 
Bild 1. Fermi-Verteilung bei T— o. Geta s0 fiir ” = Ca . (14) 
so daB ¢, im Anschlu8 an Bild 1 treffend als ,,Fermi-Kante‘ der Wahrscheinlichkeit w, 
bezeichnet wird; dagegen halten wir die gelegentlich tibliche Ubertragung dieses Namens vom 
Grenzwert (13) des thermodynamischen Potentiales auf seinen fiir T~o0 zu benutzenden 
allgemeinen Funktionswert (7) fiir verfehlt. 

Wir lassen die vom Raumgitter der Metallionen diktierten, wesentlich dreifach periodischen, 
Schwankungen des dort herrschenden elektrischen Skalarpotentiales m geflissentlich auBer 
Betracht. Da nun in eine additive Konstante physikalisch belanglos bleibt, diirfen wir ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit 


9 =0 fir z<0 (15) 
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setzen. Bezeichnen wir jetzt durch U das Spannungsaquivalent der sogenannten RICHARDSON- 
schen Austrittsarbeit, so finden wir also an der Grenze z = + 0 des Dampfraumes gegen das 
Metall das Potential 


(as —o (16) 
vor. Innerhalb einer hinreichend engen Grenzschicht 0 < z < 6 des Dampfraumes den Einflu8 
der elektronischen Raumladung vernachlassigend, erweitern wir dort die Angabe (16) zu der 
allerdings nur angenahert giiltigen Aussage 

yp=—U firo<7 <0. (17) 
GemaB8 (6) und (10) schildert also 


1 
My Vv? eye 
2kT , kT 


w=- 


(18) 


i+e 

die Anwesenheits-Wahrscheinlichkeit eines bereits emittierten Elektrons in der ihm zugeordneten 

Zelle des sechsdimensionalen Phasenraumes. Wir richten nun unsere Aufmerksamkeit auf die 
Einheit 

AG AV CAG = I (19) 


des Konfigurationsraumes und fragen nach der Anzahl An der ebendort anwesenden Elektronen, 
deren Impulskomponenten beziehentlich in die Intervalle 4p, Ap, und Ap, fallen. Da der ge- 
nannte Bereich des Phasenraumes zufolge (9) und (19) gerade 


Ax Ay Az Ab, Apy Ap, 


hs 


L= 


My \* 
os ( ") Av, Av, Av, (20) 


Zellen enthalt, liefert das BERNOULLIsche Theorem der Z-fach wiederholten Alternative sogleich 
die Aussage 


A mM, \8 Av, Avy Av, 
ear ke oe eee es 
tak g 2kT e kT 


In sie greift die Existenz des doppelwertigen Elektronenspins ein: Die wahre Anzahl An’ der 
Elektronen des angezeigten Phasenraum-Gebietes folgt aus (21) durch Multiplikation mit dem 
Faktor 2 zu 


F my\3 Av, Avy Av, 
vases a mB EA Que (22) 
ee Big eee 
Fiir die meisten Metalle gilt nun bei den iiblichen Gliihtemperaturen 
Wy UG 
rT >} (23) 


und iiberdies unterscheidet sich dann das thermodynamische Potential ¢ quantitativ nur wenig 
von der Fermi-Kante ¢,, nach (13): 


C ~Cr. (24) 

Man darf daher den Ausdruck (22) mit ausreichender Genauigkeit durch 
GU fy — mig (v2 + v2 + 02) ' 
An’ = 2 (2) Pee As Av, Av, (25) 


ersetzen, so daB die Elektronen des Dampfraumes merklich dem Gesetze der MAxwettschen 
Geschwindigkeitsverteilung gehorchen. In ihm gehen wir von den Differenzen Av,, “AND. Av, 
beziehentlich zu den Differentialen dv,, dv,, dv, iber und erhalten durch Multiplhikation mit dem 
Produkt qv, und nachfolgende Integration tiber den Bereich 


Soe U0 58 00 <= Yt, OU, <0 (26) 
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des Geschwindigkeits-Raumes fiir die Dichte 7 des parallel der positiven z-Achse gerichteten, 
,,einseitigen’’ Konvektionsstromes der Elektronen die Formel 


a U—fp ee) o eo Mo (02 + v2 + v2) 
: WLS: ee ET = 2h te 
f 2052 & e | | e dv, dv, v, dv, 
x ae v, z CO % = CO Uy, Oo 
; % U—Cp 
4 Gy My he = Te 
Se EAR Bie BG 6 ; (27) 


h 
Sie stimmt in der Tat mit (1) itberein, falls 


470 Uo My he? 


hs 


Me =A,; B = (28) 


gesetzt wird. 

Fiir das weitere empfiehlt es sich, diese Uberlegungen noch einmal in etwas anderer Form 
durchzufiihren: Statt die Kinematik der Elektronen im Dampfraum zu kontrollieren, begeben 
wir uns ins Innere des Metalles und verfolgen das Schicksal der gegen die Grenzebene z = 0 
von z < o her anlaufenden Elektronen, welche also dem Geschwindigkeitsbereich 


100 =< [Orci 00 OO ay OO ee ne (29) 
angehoren. Jedes von ihnen gehorcht der Energiebilanz 
Mo 


2 2 ens : 
= EE + OF + Olas = 00 + 9 + Dooney + 0 U (30 


Da nun gleich den Impulskomponenten f, und ~, gemaB (9) auch die Geschwindigkeits- 
komponenten p, und v, der emittierten Elektronen bei der Passage der Grenzebene z = 0 in- 
variant bleiben, reduziert sich (30) auf die Aussage 

mM, mm, 
oF (Ye ]atetatt a os [vz] pampt ah Yo U ? (31) 
welche wegen 
Mo 


2) [V2] pampt = (32) 


die Gruppe (29) aller sozusagen emissionswilliger Elektronen auf die Gruppe 


: ; q 
— © < [Uy )aetan << 3 — © <[%]aetan < © 5 V2 = U < [Jean < © (33) 


der tatsachlich emissionsfahigen Elektronen einschrankt. Auf Grund des Kausalitats- 
prinzipes der Klassischen Korpuskularmechanik zieht nun die jedem dieser emissionsfahigen 
Elektronen noch in seinem Muttermetall aufgepragte Anfangsbewegung als Ursache zwanglaufig 
seine Emission als Wirkung nach sich: Die Anzahl der je Zeiteinheit gegen die Grenzebene z = o 
von z < 0 her anlaufenden, emissionsfahigen Elektronen gleicht der Anzahl wahrend desselben 
Zeitraumes emittierten Elektronen. Die Konzentration An’’ der Metallelektronen, deren 
achsenparallele Geschwindigkeitskomponenten beziehentlich in die Intervalle Av,, Av,, Av, 
fallen, geht zufolge (10), (15) und (16) aus (22) durch die Setzung U = o hervor: 


‘ my\* Av, Av, Av, 
An = 2 h ) Mo (v2 -- or + v2) ai Z . (34) 
Peay 2hT purr 


Daher finden wir die Dichte 7 des Emissionsstromes, indem wir von den Differenzen Av,, 
Av,, Av, zu den Differentialen dv,, dv,, dv, iibergehen, den entstehenden Ausdruck mit q v, 
multiplizieren und dann iiber den Bereich (33) integrieren 


[e,e) CO [o.e) 
ames My \3 dv, dvy v, dv, 


v,=—0o Vv, =—0oo a b 
x y 1,= 220 pele 2kT 3 kT 
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Unter erneuter Eorba auf (23) und (24) darf (35) hinreichend genau durch das Integral 


fore) fore) 2 2 2 
Mo (ve + oy +9 ) 


\3 at 54 4 
1=%2 2(™) o Fl ee | e ae dv, dv, v, dv, (36) 
ToT me eP v, .-|/22u 2% U 
approximiert werden, welches durch die Substitution 


Ba wet2e U (37) 


0 
mit (27) identisch wird, also auch auf die Angaben (28) zuriickfithrt. 


Die Transmissions-Wahrscheinlichkeit 


Die Gleichheit des einseitig gerichteten Konvektionsstromes (27) der Elektronen im Dampf- 
raum mit dem Emissionsstrom (36) der Metallelektronen wird hinfallig, sobald wir die Klassische 
Korpuskularmechanik der Elektronenbewegung durch deren Wellenmechanik ersetzen. 
Denn in dieser Disziplin ist das Kausalitatsprinzip auBer Kraft gesetzt: Der Durchgang der 
emissionsfahigen Elektronen durch die in der Ebene z = 0 befindliche, homogene elektrische 
Doppelschicht vom festen Potentialsprunge 

Ay = lim »— lim »=—U, (38) 
Z— (+0) Z— (— 0) 
ist nicht mehr sicher, sondern fiir diesen Vorgang besteht nur eine Transmissions-Wahr- 
scheinlichkeit 0 < w, < 1 ; wir stellen uns die Aufgabe, sie zu berechnen. 
Setzen wir abkiirzend 
h 
h= (39) 
so gehorcht die komplexe Amplitude y der das Elektron begleitenden Wahrscheinlichkeits-Welle 
auf Grund der Vereinbarungen (15) und (16) im Metall der zeitfreien SCHROEDINGER-Gleichung 
mle ep ep 
Aga le T yA A 
wahrend fiir die Elektronenbewegung im Dampfraum die ebenfalls zeitfreie SCHROEDINGER- 
Gleichung 


bnyp=0; z<0, (40) 


h? (ay Oy Oy 
| 

2m,|ax? | dy? ac Oz? 

zustandig ist. Ihre beziehentlichen Integrale miissen je in ihren Existenzbereichen iiberall 

beschrankt bleiben, und iiberdies sind sie an der Grenze z-—» + o durch die Stetigkeits- 


bedingungen 


+ (a Gu) Bia O08 LO (41) 


lim y= lim », (42) 
; : Z— (—0) Z— (+0) 
im Verein mit 
: ow : ow 
lim a lim cs (43) 
Zoe ee (to) 


untereinander verbunden. 

Wir begeben uns zuerst in das Metall und beschreiben dort die Bewegung eines emissions- 
willigen Elektrons mittels seiner ebenen DE BRoGLIE-Welle y von der komplexen Amp/itude a 
und vom Ausbreitungsvektor K der reellen, beziehentlich zu den Konfigurationsachsen parallelen 


Komponenten K,, K, und K, > 0: 
i Gilt Kato Ky tek, or (44) 
welcher wir die konjugiert-komplexe Welle 
rghce ee Mey Ei 7 2 0 (45) 
zur Seite stellen; gem&B (40) besteht dann zwischen den Komponenten des Ausbreitungsvektors 
und der Gesamtenergie 7 des Elektrons die Relation 
ne = 


Ti ee i (46) 


2 Mg 
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Aus (44) und (45) berechnet sich nun der Vektor v der Korpuskulargeschwindigkeit des 
Elektrons zu ; 


ji wh 
eae grad_=- = KS (47) 


21Mg y* Mo 


sodaB (46) zufolge der Ubereinkunft (15) inhaltlich mit (6) identisch ist. 
Statt die Funktion y nach passender Begrenzung ihres Existenzgebietes zu normieren, 
verkniipfen wir ihre komplexe Amplitude @ an Hand der Gleichung 


> Ene eG lee = 
j, =44* qv, =a a* © K, ; U5 ==. (48) 
0 


mit der z-Komponente der elektrischen Konvektionsstromdichte, welche von dem kontrollierten 
Elektron oder, besser gesagt, von einer Schar solcher, kinematisch einander gleichwertiger 
Elektronen gegen die Grenzebene z = 0 hin getragen wird. 

Bei ihrer Ankunft an dieser Flache erregt die einfallende Welle y zwei neue Wellen: 

1. In das Metall wird eine ebene DE BROGLIE-Welle y reflektiert ; durch g den diesen Vorgang 
regelnden, vorerst allerdings noch unbekannten komplexen Reflexionsfaktor bezeichnend, 
stellen wir sie durch das mit (44) in z = o koharente Integral 


y=oa Pele ES EEE 208 (49) 
der partiellen Differentialgleichung (40) dar. 

2. In den Dampfraum dringt eine Welle y ein, welche auf Grund der Stetigkeitsbedingungen 
(42), (43) jedenfalls in der Ebene z = 0 mit der einfallenden Welle p koharieren muB; daher ist p 


mittels einer nur von z abhangigen Funktion /(z) in der Gestalt 


Pa adehe TI fQ); > 0 (50) 
anzusetzen. Aus (41) entspringt dann mit Riicksicht auf (46) fiir f die Differentialgleichung 
d*f » My J 
ie (x: 2 “2 U)j=o. (51) 
Bei ihrer Integration sind zwei Falle zu unterscheiden: 
I. Es sei 
a Mp Y, 2™,,|1 55 
ico oa U = i > My Ve — Gy U| <0. (52) 


Da die Funktion / fiir alle Orte ihres Existenzbereiches z > 0 beschrankt bleiben soll, liefert 
(51) nach Wahl der komplexen Amplitudenkonstanten 


bata (53) 
die Lésung 
/ 7Mo Jo 
, or eSPu—Ke 
[ae ; z>0, (54) 
aus welcher im Verein mit (50) fiir w die Darstellung 
Molo 77 a 
_ Seis a | hom Vee ae 
parade @estI*) » y : z>0 (55) 


resultiert. Auf Grund dieser Struktur verschwindet die z-Komponente der korpuskularen 
Elektronengeschwindigkeit v, welche der Welle y zugeordnet ist: 


= j w 4 
7 p 0 y h a 


(x K, +4 K,) =o. (56) 


ies 7 hs = 
i 21M, Oz w* My OZ 


Wir haben es sonach mit einem normal zur z-Achse gerichteten Stromungsvorgange zu tun, 
welcher zwar eine Bewegung der Elektronen langs der Grenzebene schildert, zu deren Emission 
aus dem Innern des Metalles jedoch keinen Beitrag stiftet; er darf daher weiterhin auBer Betracht 
bleiben. 

II. Im Falle 


2™M| 1 


7p Y= |p he Uo (57) 
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ist die Losung der Gl. (51) durch die Forderung ihrer Beschrinktheit fiir alle z > 0 im Verein 
mit den Stetigkeitsbedingungen (42) und (43) noch nicht eindeutig festgelegt. Wir beseitigen 
diese Unbestimmtheit, indem wir zusitzlich verlangen: Fiir z— oo soll wy in eine ebene DE 
Broctig-Welle tibergehen, deren Ausbreitungsvektor eine in Richtung der positiven z-Achse 
weisende, reelle Komponente besitzt. Vermége dieser ,, Ausstrahlungsbedingung“ finden 
wir bei der Wahl (53) der Amplitudenkonstanten fiir f die Darstellung 


Kaas 
a (58) 
aus welcher nach (50) die Welle 


ae tee iltex,+9K,+2/xe— 20 
yp=tae : ; z>0 (59) 
resultiert ; im Lichte der Gl. (44) darf daher t als komplexer Transmissionsfaktor bezeichnet 
werden, welcher als solcher dem durch (49) eingefiihrten komplexen Reflexionsfaktor o 
ergdnzend zur Seite tritt. Die explizite Berechnung von t und 9 gelingt nun leicht an Hand der 
Stetigkeitsbedingungen an der Ebene z = 0: GemaB (42) entsteht aus (44), (49) und (59) die 
Gleichung 
1+@=T, (60) 


wahrend (43) mit Riicksicht auf (47) den Zusammenhang 


|x: “a made U a 
- — = 2 
- y/s Mo er 


Ahh = 


liefert; aus (60) und (61) entnimmt man die Relationen 


aS) 


und 


ee (63) 


Aus (59) berechnen wir nun die z-Komponente v, der Korpuskulargeschwindigkeit v, welche 
die Bewegung der in den is iibertretenden Elektronen regelt, zu 


= 8 4 * VK 2™ My = 0, 120% (64) 
< y* Sore, 


21M aa | My v2 


und auf dem gleichen Wege vermittels (49) die z-Komponente v, der Korpuskulargeschwindig- 
keit v der in das Metall reflektierten Elektronen zu 


- an ee 
ee SI ee ae = —v.. (65) 
2UM) OZ y* Mo 5 


Im Einklang mit der Definition 48) beschreibt demnach 


ae (66) 


j= (ea)(oa)* 0, =—j,| —__™%__ (67) 


Jo U 
i 
My v2 
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die z-Komponente der reflektierten Konvektionsstromdichte miBt. Auf Grund dieser Relationen 
ist das Verhaltnis ———— 

i \ es 2 My = 

Is i 


2 
ee ae 
Mo V 


als Transmissions-Wahrscheinlichkeit der eee Elektronen zu deuten, und 
das Verhaltnis 


(68) 


he 


i deeds fet ae (69) 
Iz is ay 0 = zoe 
Mo UF 


gibt deren Reflexions-Wahrscheinlichkeit an; diese Wahrscheinlichkeiten gentigen dem 
KircuuorrFschen Kontinuitatsgesetz 


Wr +Wre=1 (70) 
der stationaren elektrischen Stréme, welches, in statistischer Terminologie, die ja unschaffbaren 
und unzerstérbaren Elektronen bei ihrem Anlauf gegen die Grenzebene z = o der Alternative 


_klassisch 


= 
l 


 wellenmechanisch 


0,5 


Transmissions -Wahrscheinlichkeit 7- —= 


0 1 a 3 4 


2 
relative Antaufenergie + “0 ¥z 


Bild 2. Die Transmissions-Wahrscheinlichkeit. 


unterwirft: VerlaBt das Metall oder kehret um! Bild 2 zeigt den Gang der Transmissions-Wahr- 
scheinlichkeit w, mit dem Anteil = itty v; der auf die z-Komponente der Anlaufbewegung ent- 


fallenden kinetischen Elektronenenergie: Im Gegensatz zu der klassischen GewiBheit der 
Emission aller zu diesem Vorgang fahiger Elektronen ist seine wellenmechanische Wahr- 


scheinlichkeit stets kleiner als 1 und konvergiert gegen diesen Grenzwert erst fiir - My V2 OO. 


Mit Riicksicht auf (64) kann man die Formel (68) der Transmissions-Wahrscheinlichkeit w 
in die Gestalt — 
4 Uz, Uz 
si ae ‘fu, + 9,)? (71) 
bringen, welche in ihrer symmetrischen Abhangigkeit von den Geschwindigkeitskomponenten v, 
und v, das Reziprozitatsgesetz der Elektronenpassage durch die Doppelschicht 
ausspricht: Da wy gegen die Vertauschung beziehentlich von v, und v, mit (—v,) und (— »,) 
invariant bleibt, ist die Emission eines Elektrons aus dem Metall in den Dampfraum ebenso 
wahrscheinlich wie die Kondensation eines Dampfraum-Elektrons in das Metall; erst durch 
diese Gleichheit der genannten, gegenlaufigen Prozesse wird das thermodynamische Gleich- 
gewicht des Systemes verbiirgt. 
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Der Korrekturfaktor 


Wir kehren zur Integraldarstellung (36) der klassisch berechneten Emissionsstromdichte 
fe 4, ZULUCK 


fore) fore) lo) 
d on Mo (v2 + oR + v2) 
eee m\ eT i ST Gia » @ 
Iki = Yo h é J e Uy Uy U, Uz, (72) 
v,=—0o v. =— oo 
% ” v,=V2@u 


aus welcher wir in sonst gleicher Genauigkeit die wellenmechanische Emissionsstromdichte j,,,, 
durch Multiplikation des Integranden mit der Transmissions-Wahrscheinlichkeit w, finden 


lee) ee) loo) 
(2 2 2 4 y2 
sees eee! 
* ae 0 kT 2kT : 
Jwm = %o 2 (3) e e wr: dv, dv,v,dv,. (73) 
RCo) Dyes ¥ Rane 
v,= 2 oa U 


Da nun laut Ausweis der Gl. (68) wp nicht von v, und v, abhangt, definiert das Verhaltnis 


My VE 
| Pa Wr: U,dv, 
tat iw a 1-22 U 
IKI > My V2 
| & ea dv, 


90 
=|/2—U 
°2 / mM 


jenen Korrekturfaktor, mit welchem man den Emissionsstrom der Dusumanschen Formel (27) 
zu multiplizieren hat, um ihn den Aussagen der Wellenmechanik anzupassen. Zum Zwecke 
der expliziten Berechnung von ~ substituieren wir zunachst 


eae 

re cosh? f , (75) 
also 

Vo 
Wp = Beate -=2 e— 8 sinh? B (76) 
a 
My v2 

und erhalten aus (74) 


qo f 
—-—— cosh? B 
s ead e—?P sinh? 2 B dB 


% =< —__+______. (77) 
ie cosh? 
be kD sosiah 2 6 a8 
Die weitere Substitution 
2 ey (78) 
liefert dann mit der Abkiirzung 
ah tepy U) 
he a Ries (79) 


fir x die Darstellung 


co 
2 ii etek e ? sinh? y dy 
% = — 00 = 2me™*[J,— Je], (So) 


if peal cosh y tin y dy 
fe) 
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wobei die bestimmten Integrale 


Ji = J eee? cosh y (cosh? y= 1) dy (81) 
und 
Jo = f e-#0™” sinh y (cosh? y — 1) dy (82) 


eingefiihrt wurden; wir ermitteln beide getrennt. 


1. Berechnung von J, . 
Bezeichnet man durch das Symbol H}) (iu) die HanKersche Zylinderfunktion erster Art 


und p-ter Ordnung vom rein imaginaren Argumente (7 ), so gilt fiir Hf) (iu) die Integraldar- 
stellung 


, uw, : 
| ge ecosh y dy = a 1 AY Lt) : (83) 
Nach ihrer einmaligen Differentiation in bezug auf mu findet sich daher di Gleichheit 
O Wb 2 sete 8 Tt is 
ieee cosh y dy =— 74 H®) Gy) =—=HPGy), (84) 


re) 


und deren zweimalige Differentiation nach yu fiihrt auf die Relation 


—jicosh e 48 aes 
e—HeeshY cosh’ y dy == |— > AP p)|- (85) 
Setzen wir voriibergehend 
a4 7 ° 
— 2H Gm) = 26m), (86) 


so gehorcht Z, der BessEtschen Differentialgleichung 


daz {1 aZ, ri Z 
du? uw du 15 te oe O's (87) 


Im Verein mit der Formel 


dZ, Lae Me 
du Bie lu I “0e)) ( ) 
erhalt man also aus (86) und (87) 
CZ, 1 lu Za oh ee rents Zp 2 
du? ( +54) 1 = uot i2)= seater 
x [i H(i py) Sits Bere ae 
= FE! — He) — 3 HG a]. (60) 
Durch Eintragen der Resultate (84) und (89) in (81) ergibt sich sonach 
we ft HD w) 2 See 
Si ~~ ® - we AMG 1)| 2 (90) 
2. Berechnung von J. 
Man substituiere 
cosh y =A (91) 
und findet auf elementarem Wege 
—pecoshy oi ae — pA nae me 
Je sinh y dy = | ¢ Ed) = : (92) 


und durch zweimalige Differentiation dieser Gleichung in bezug auf u 


[oe] 


e 
e— #eoshy cosh? y sinh y dy = — [ -| = 
| 4 ee SET: 


(Ne (Be QC ale 2, Cm 


: d = 4 bea 
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GemaB (82) resultiert aus (92) und (93) 
Qube al 
Ix = fe F (04) 


lt 
Wir sind am Ziel: Zu (80) zuriickkehrend, erhalten wir mit (go) und (94) fiir den Korrektur- 
faktor x die explizite Darstellung 


t|y 1) (7 2 1) (7 4 : 
x= 7 e# |i HO (Gu) — = Hew) 4), + | : (95) 
P 
| 05 
x 
| | | | 
0 5 70 15 20 
fmt 


Bild 3. Verhaltnis x des wellenmechanischen zum korpuskularmechanischen Emissionsstrom. 


Bild 3 veranschaulicht seinen Verlauf als Funktion des Parameters w nach (79); insbesondere 
gilt im Bereiche ~ S>1, nachdem man dort die HANKELschen Zylinderfunktionen beziehentlich 
durch die Anfangsglieder ihrer semikonvergenten Reihen ersetzt hat, in ausreichender Genauigkeit 


emVab-+3)— th+3) W 


Dagegen ist (95) im Falle ~< 1 rechnerisch unbequem. Man tut dann besser, zunachst die 
Substitution 


pecoshy = ¥ (97) 
in (80) einzufiihren 


ee ee es 
2 fe—” [vy — Jv? — p?] iv? — 2? dy 
te ee —. (08) 
2 f e— » dy 
“ 
Mittels der binomischen Entwicklung 


[OO ees Sg abe sae 
y) ad aot 2 y2 8 yp? 2 (99) 
entsteht dann aus (98) 
forbs Bon|p tol 
4 ave 


ee eee 
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wobei das Exponential-Integral E 1 (— yw) durch 


Ei(—p) =-{5 dy : (101) 
Lu 
definiert ist. 
Zahlenbeispiel 


Wir behandeln die Elektronenemission aus einer Wolframkathode der Austrittsspannung 
U =5V bei der absoluten Gliihtemperatur T = 3000° K. Gema8 (79) berechnen wir aus 
diesen Angaben 


1) 1.00105! 2 ons 


= 9:72 


gest 1,37 + 10-28 » 3000 


so daB Bild 3 zu der Aussage 
% 0,5 


fiihrt: Unser Korrekturfaktor verwandelt sozusagen zufallig die ,,spinkorrigierte“‘ DusHMANsche 
Formel (3) in die urspriingliche Formel (2) dieses Forschers, welche, wie bereits oben gesagt 
wurde, dem empirischen Sachverhalt in der Tat besser gerecht wird! 

Man hiite sich jedoch vor einer Uberschatzung dieses Resultates. Denn obwohl der Korrektur- 
faktor x als Funktion des Parameters w von vornherein eine gewisse Variabilitat der Emissions- 
eigenschaften unterschiedlicher Metalle voraussagt, gibt es doch eine Reihe von Metallen, deren 
Emissionskonstante A sich durchaus nicht als Produkt der DusHMaAnschen Zahl A, mit einem 
Faktor x <1 darstellen la8t. Wir miissen daher zugeben, daB auch durch unsere wellen- 
mechanische Korrektur noch nicht das letzte Wort in der Theorie der Elektronenemission aus 
gliithenden Metallen gesprochen ist. 


Zusammenfassung 


Die spinkorrigierte RICHARDSON-DUSHMANsche Emissionsformel erweist sich ungeachtet 
ihrer theoretisch besseren Fundierung der urspriinglichen, ohne Beriicksichtigung des Elektronen- 
spins entwickelten Emissionsformel empirisch als unterlegen. Im Gegensatz zum kausal zwang- 
laufigen Ablauf des Elektronenaustrittes aus dem Muttermetall in der Korpuskularmechanik 
kommt diesem Elementarvorgang unter sonst gleichen kinematischen Voraussetzungen in der 
Wellenmechanik nur eine endliche Transmissionswahrscheinlichkeit w, <1 zu, welche mittels 
Integration der SCHROEDINGERgleichung fiir die Elektronenpassage durch eine homogene elektri- 
sche Doppelschicht berechnet wird. Der wellenmechanische Emissionsstrom bleibt daher nach 
MaBgabe eines Korrekturfaktors x < 1 stets schwacher als der korpuskularmechanische Emis- 
sionsstrom. Es wird gezeigt, daB sich dieser Korrekturfaktor als Funktion eines dimensions- 
freien Parameters w analytisch geschlossen darstellen laBt, der seinerseits im wesentlichen die 
RicHarpsonsche Austrittsarbeit im Verhaltnis zum Energiedquivalent der absoluten Temperatur 
miBt; neben der strengen Formel fiir x, welche HANKELsche Zylinderfunktionen enthalt, werden 
elementar auswertbare Naherungsformeln mitgeteilt. An einem Zahlenbeispiel wird nach- 
gewiesen, da die wellenmechanisch korrigierte Emissionstheorie mit den Messungen an gliihen- 
dem Wolfram gut tibereinstimmt; nichtsdestoweniger ist sie nicht imstande, die fiir gewisse 
andere Metalle beobachteten Abweichungen ihrer Gliihemissionszahlen von den theoretisch 
erwarteten Werten aufzuklaren. 
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Das skalare Potentialfeld zweier koaxialer Zylinderelektroden 
sleichen Durchmessers mit Abschirmzylinder 


Von 
FRIEDRICH BOTTCHER, Berlin 
Mit 1 Textabbildung 


(Eingegangen am 26. September 1958) 


Ubersicht. Die Arbeit befa®t sich mit der Lésung der Laplaceschen Gleichung fiir folgende Randbedin- 
gungen: Zwei kreiszylinderformige auf beliebigen Potentialwerten liegende Elektroden von gleichem Radius 
(y = 1) mit unendlich diinner Wandstarke sind auf der gemeinsamen Achse so angeordnet, daB ihre senkrecht 
zur Achse stehenden Begrenzungsflachen einen in axialer Richtung gemessenen endlichen Abstand (2 s) haben. 
Die diesem Spalt abgewandten Enden der Zylinderelektroden sind unendlich lang vorausgesetzt. Beide Elek- 
troden werden durch eine dritte koaxiale, unendlich ausgedehnte, jedoch durchlaufende Zylinderelektrode 
mit dem Radius h > 1, die auf dem Potential Null gehalten wird, nach auSen abgeschirmt. 

Zunachst werden die Potentialfunktionen getrennt in den Raumen 1 [7 <h und y SX 1 bei vorgeschrie- 
benem Potentialverlauf langs des unendlich ausgedehnten Zylinders y = 1 berechnet. Die noch unbekannte 
Potentialfunktion auf dem Spaltzylinder y = 1; —s S zs wird dabei in Form einer Legendreschen Reihe 
mit zunachst unbekannten Koeffizienten eingesetzt. Das gesuchte Potentialfeld ist dadurch ausgezeichnet, 
daB am Spaltzylinder keine Ladungen vorhanden sind, dab also beim Durchschreiten der Trennflache sowohl 
die axialen als auch die radialen Ableitungen des Potentials beider Raume stetig ineinander iibergehen miissen. 
Aus dieser Forderung laBt sich ein System linearer Gleichungen fiir die Berechnung der unbekannten Ent- 
wicklungskoeffizienten aufstellen. 


Eine in Linearbeschleunigern fiir geladene atomare Teilchen angewandte und auch zu all- 
gemeineren elektronenoptischen Zwecken dienende elektrostatische Anordnung ist in Bild 1a 
schematisch dargestellt. Sie besteht aus zwei koaxialen kreiszylinderformigen Elektroden von 
gleichem Radius (7 = 1), deren Wandstarke in den folgenden Ableitungen als unendlich diinn 
idealisiert werden kann. Beide Elektroden sind einseitig durch 
Ebenen senkrecht zur Achse begrenzt und so auf der gemein- 
samen Achse angeordnet, da8 zwischen ihnen ein Abstand 2s 
besteht. Die dem Spalt abgewandten Elektrodenenden werden 
als unendlich lang vorausgesetzt. Eine dritte auf dem Potential 
Null liegende durchlaufende koaxiale Zylinderelektrode mit dem 
Innenradius # > 1, die nach beiden Seiten unendlich ausge- 
dehnt ist, begrenzt das zu untersuchende Feld nach aufen. 
Die inneren Elektroden liegen auf beliebigen konstanten Poten- 
tialwerten. Gesucht wird das Potential im ganzen innerhalb des 
Abschirmzylinders liegenden Raum. 

Fiir einen unendlich langen kreiszylindrischen Raum, auf 
dessen AuBenflache der Wert des axialsymmetrisch vorausge- 
setzten Potentials vorgeschrieben ist, ist es bekanntlich méglich, _ Bild 1a. Anordnung aus 2 Zylinderelektroden 


; ' é mit geerdetem AuBenzylinder. 
mit Hilfe des Fourier-Integrals und der Laplace-Riemannschen _ Bild 1b. Potentialverlauf langs des Einheit- 


Umkehrformel das Potential im ganzen Zylinderraum anzu- Abe ene i ae Tosten zener 
geben. Nach dieser Methode hat S. BERTRAM [1] das Potential- sia: 

feld einer Zwei-Zylinder-Elektrodenanordnung behandelt, die dem Schema von Bild 1a entspricht, 
jedoch die 4uBere Zylinderelektrode nicht enthalt. Die Voraussetzung dafiir, auf dem ange- 
gebenen Wege das Potentialfeld im Zylinderraum exakt zu berechnen, besteht nun in der Kennt- 
nis des Potentials auf der ganzen Lange der unendlich ausgedehnten Mantelflache. Das heiBt, 
um auf diese Weise das Potentialim Raum 7 < 1 anzugeben, geniigt es nicht, daB die konstanten 
Potentiale langs der beiden Zylinderelektroden mit 7 = 1 bekannt sind, sondern es ist auch die 
Kenntnis des Potentialverlaufes langs des die beiden inneren Elektroden verbindenden Zylinder- 
abschnittes 7 = 1; —s <zs nétig. Dieser Ausschnitt aus dem Zylinder 7 = 1, in Bild 1a 
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durch zwei gestrichelte Linien angedeutet, wird in den folgenden Ableitungen kurz als Spalt- 
zylinder bezeichnet. 

Da nun bei den Untersuchungen von S. BertrRAM der Potentialverlauf langs des Spalt- 
zylinders unbekannt war, wurden von ihm die Berechnungen durchgefihrt, indem einmal in 
erster Naherung ein linearer Verlauf, zweitens Ergebnisse aus Messungen am elektrolytischen 
Trog lings des Spaltzylinders zugrunde gelegt wurden. Streng genommen ist das behandelte 
Potentialfeld erst dann vollstandig definiert, wenn auch das AuBere des unendlich langen Zylin- 
ders, insbesondere die nahere Umgebung des Spaltes in die Betrachtung einbezogen wird; denn 
der Potentialverlauf im Spalt und damit auch das gesuchte Potentialfeld im Innern wird natur- 
gemaB beeinfluBt von auBerhalb gelegenen Kérpern und deren Potentialen. Deshalb wird der 
im folgenden behandelten Aufgabe die in Bild 1a dargestellte Anordnung mit geerdeter AuBen- 
elektrode zugrunde gelegt, wie sie auch den tatsachlichen Verhdltnissen in den praktischen An- 
wendungen entspricht. 

Bei der Behandlung der Aufgabe kann — wie es bereits geschehen ist — ohne Beschrankung 
der Allgemeinheit der Radius des inneren Zylinders gleich 1 gesetzt werden. Als geometrische 
Parameter sind dann enthalten der Radius h des auBeren Zylinders und die Spaltbreite 2 s. 
Wegen des Prinzips der einfachen Uberlagerung von Potentialfeldern und mit Riicksicht auf 
die Symmetrie ]48t sich der allgemeine Fall, bei dem auf den beiden Innenzylindern beliebige 
konstante Potentialwerte vorgeschrieben sind, stets auf den Sonderfall zuriickfiihren (Bild 1a 
u. b): 


Linker Innenzylinder: Potential «=o , 
Rechter Innenzylinder: Potential w=1. 


Von dieser Festlegung wird in den folgenden Ausfiihrungen ausgegangen. 

Die Lésung der Aufgabe verwendet die Methode der unbekannten Koeffizienten, und zwar 
wird zunachst der Potentialverlauf f(z) langs des Spaltzylinders y= 1; —s [zs in Form 
einer Legendreschen Reihe angeschrieben, deren Koeffizienten noch unbekannt sind. Darauf 
laBt sich — wie erwahnt — das Potential im Innern 7 <1 als Funktion dieser unbekannten 
Koeffizienten darstellen. Was das AuBere betrifft, so gelingt es auch hier, das Potential im 
Raum 1 <v </anzugeben, wenn es auf der gesamten Lange des Innenzylinders vorgeschrieben 
ist. Die Variation der Legendreschen Koeffizienten bietet eine unbegrenzte Vielfalt der Poten- 
tialfelder des Innen- (y <1) und des AuBenraumes (1 <7 </h). Aus dieser Vielfalt ist nun 
gerade das gesuchte Feld dadurch herausgehoben, daB an der Trennflache beider Raume, dem 
Spaltzylinder, keine Ladungen auftreten; denn diese Flache stellt fiir die Gesamtheit des unter- 
suchten Raumes keine Berandungsflache dar, sondern hegt ganz in seinem Inneren, so da 
fiir alle ihre Punkte die Laplacesche Gleichung Au = 0 erfiillt sein muB. Das heiBt, sowohl die 
Radial- als auch die Axialkomponente der Feldstarke miissen beim Durchschreiten der Trenn- 
flache stetig ineinander iibergehen. Fiir die Axialkomponente ist dies von vornherein erfiillt, 
da zur Berechnung der Felder beider Raume von der gleichen Potentialfunktion langs des Spalt- 
zylinders ausgegangen wird. Um die Stetigkeitsbedingung auch fiir die Radialkomponente zu 
erfiillen, werden die beiden fiir die getrennten Raiume —s 2s; y <1 baw.1Sr<h 
abgeleiteten Potential-Funktionen nach r differenziert und darauf y = 1 gesetzt. Die so gefun- 
denen Ausdriicke stellen — abgesehen von einem konstanten Faktor — die Radialkomponenten 
der Feldstarke fiir y = 1 dar. Sie miissen langs der Trennflache miteinander tibereinstimmen. 
Entwickelt man daher beide Ausdriicke langs des Spaltzylinders in je eine Legendresche Reihe, 
so kann man wegen der Eindeutigkeit dieser Entwicklungen die einzelnen Koeffizienten beider 
Reihen einander gleichsetzen. Dadurch gewinnt man ein System linearer Gleichungen, aus denen 
die im Anfang bei der Entwicklung fiir den Potentialverlauf auf dem Spaltzylinder als Un- 
bekannte enthaltenen Koeffizienten berechnet werden kénnen. Sind diese letzteren ermittelt, 
so sind die beiden Raume ohne Spriinge der Feldstarkekomponenten und damit frei von Ladun- 
gen an ihrer Nahtstelle zusammengefiigt, und das gesuchte Potential an jeder Stelle des gesamten 
Raumes ist bekannt. 
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Wegen der Achsialsymmetrie des Feldes reduziert sich die Laplacesche Gleichung fiir das 
Potential w auf: 


1 Qu Oru Oru 
Au=— or | af ae = Ou (1) 


Nach der Bernoullischen Zerfallungsmethode wird der Lésungsansatz fiir « als Produkt zweier 
jeweils nur von einer Koordinate abhangigen Funktionen angeschrieben: 


WAP 2) At) ZL (2) 2, (2) 


Setzt man dies in Gl. (1) ein und differenziert nacheinander partiell nach 7 und z, so findet man, 
daB sich Gl. (1) auf die beiden gewéhnlichen Differentialgleichungen aufspalten laBt: 


@R(vy) 1 dR(r) 


eG ani = oy (3) 
1 AZ (z) 
Z(2) om al RP, (4) 


worin k eine Konstante ist. Gl. (3) ist die Besselsche Differential-Gleichung fiir den Index 0, 
die durch die entsprechenden Zylinderfunktionen befriedigt wird. Gl. (4) hat die Lésungen: 


Z(z) = c= the, (5) 


Die daraus hergeleiteten Darstellungen fiir das AuBere (1 <7 </h) und das Innere (7 S 1) 
des Einheitszylinders sind wesentlich voneinander verschieden. Darum empfiehlt sich eine ge- 
trennte Behandlung. Der Fall 1 <7 <h enthalt in der Lésung der Aufgabe, das Potentialfeld 
des untersuchten Raumes aus den langs des Einheitszylinders gegebenen Werten zu berechnen, 
den héheren Grad von Allgemeinheit. Da er iiberdies meines Wissens in der Literatur noch nicht 
dargestellt ist, soll er im folgenden vorgezogen und etwas ausfiihrlicher behandelt werden. 


I, AuBenraumlsr<h 


Zuniachst liegt das Problem vor, die Potentialfunktion zu finden, die langs des AuBenzylinders 
y = h verschwindet und langs des Einheitszylinders vy = 1, der sich von — oo bis o erstreckt, 
den auf ihm vorgeschriebenen Wert V(1,z) annimmt. Da der AuBenraum die Achse 7 = 0 
nicht enthalt, kommen als Lésungen der Gl. (3) die Zylinderfunktionen 1. Art (Besselsche Funk- 
tionen) J) (tkv) sowie die 2. Art (Neumannsche Funktionen) N, (ir) in Frage. Mit Riicksicht 
auf Gl. (4) sind demnach folgende 4 Teillésungen der Gl. (1) in Betracht zu ziehen: 


So Rr) eh ON, (ERT) ese: (6) 


Diese 4 Funktionen erfiillen Gl. (1) mit jedem beliebigen Wert des Parameters k. Desgleichen 
ist es auch zulassig, sie mit einer beliebigen Funktion von k zt multiplizieren. Der Grundgedanke 
fiir die Lésung der vorliegenden speziellen Aufgabe, die Potentialfunktion u(r, z) zu bestimmen, 
die die vorgeschriebenen Randwerte annimmt, besteht darin, u(7, z) aus den mit geeigneten 
Zahlen multiplizierten Teillésungen der Form (6) additiv zusammenzusetzen. Das geschieht 
so: Man laBt k von — o bis oo variieren und bildet die Integrale der mit je einer zunachst noch 
unbekannten Funktion von k, g,,(k), @ = 1;2;3; 4, multiplizierten Teillésungen der Form (6) 
iiber dk. So ergibt sich der Ansatz fiir das Potential im AuBenraum, das zum Unterschied von 
demjenigen des Innenraunes mit dem Index a gekennzeichnet werden soll, wie folgt: 


ug(t,2) =| f Jolibr) e** glk) dk + f Jo (ihr) e—"* gal) de 


2 It | —oco 


ee ee 


oe 1 2 = 
+ J No(ibr) e'* gy(h) dk + f Ny (ihr) em g,(k) dk]. (7) 


I; I, 
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Der an sich belanglose Faktor 1/(2) wurde hinzugefiigt, um spater die Ubereinstimmung mit 
iiblichen Darstellungsformen herzustellen. 
In GI. (7) sind nun die g,,(#) so zu bestimmen, daB die Randbedingungen erfiillt sind: 


U(1, 2) =_V (132), =O BT Ot oe 
= }(z) flr ——S Se = (8) 

ate ALOR SUS loor 

(li, 2) =O» TU = Ooh acer 


Zunachst laBt sich mit Hilfe der Umlaufrelationen der Zylinderfunktionen: 
Fler) = ("Say NCO) AC ree Gee (9) 
m und ” ganzzahlig, 


die Zahl der unbekannten Funktionen in Gl. (7) sofort auf zwei reduzieren. Ersetzt man nam- 
lich im Integral J, k durch — k, so erhalt man aus Gl. (9) mit m= 0; m=1: 


Jeb) a Jo(S) , 


und damit 
I, = f Jo(t kr) e** g,(—k) dk. 
Verfahrt man in der gleichen Weise mit J,, so liefert Gl. (9): 
I, = f [Ng (ihr) + 24 Jo(ihr)] o** g4(—h) dh. 
Fuihrt man zwei neue Funktionen als Kombinationen aus den g,(#) ein: 
G,(k) = ¢,(k) + g.(— 2) + 27 ¢,(—F) , 
G,(k) = g3(R) + g4(— ) , 


so nimmt der Ansatz Gl. (7) die Form an: 
u(t 2) = | LI (ik 7) Gy(k) + Ny GB”) Ga(h)] e** aR. (10) 
Darauf la8t sich die zweite Randbedingung Gl. (8) dazu benutzen, um G,() durch G,(k) 
darzustellen und damit die Zahl der unbekannten Funktionen auf eine einzige zu vermindern. 
Fiir das am Zylinder 7 = h verschwindende Potential ergibt sich nach Gl. (10): 


Uh; 2) =O = | [Jo (tk h) G,(k) + No(t kh) G,(k)] e!*? dk. 
Das ist die Fouriersche Integraldarstellung von w,(h, 2), deren Laplace-Riemannsche Um- 
kehrung (siehe z. B. [2]): 
To (i bh) Gy(h) + N g(t BA) Gp(k) = fo-e-*** dz =0 


—co 


sofort auf: 


rts Jo (ik hy 
G,(R) a ae G,() Ny (ik h) 
fiihrt. Dadurch wird Gl. (10): 
i: . : i RI : 
tlt 2) = | Gl) | Toi —N, (ib) a : 4 ik dh. (11) 


GemaB der ersten Randbedingung Gl. (8) soll nun u,(y, z) fiir y = 1 in die vorgeschriebene 
Funktion V(1, z) tibergehen: 
eee “et By tg py OF) | ak 
u(1, 2) = V(t, 2) => | Cin LJo(e) Nok) ra] ot dk 


—a 
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Hierzu liefert die Umkehrung: 


Ny (2 & h) ae 
aecee | V(1, 2) e k ele. (12) 


© Jo iB) No (ik) —Jo 
Nachdem die Funktion G,() somit durch die Randbedingungen Gl. (8) dargestellt ist, wird 
Gl. (12) in Gl. (11) eingesetzt, wobei zur Vermeidung von Irrtiimern die Integrationsvariable z 
durch ¢ ersetzt wird: 
~ Jo GRAN, GRA)—J GRR) Noir) f oe 
al” 2) = sf a (ik) Ny (ik h) — Jo (GR) Ny (eh) | V(1,¢)¢ de dé. (13) 


=—oc 


G,(f) 


Durch Vertauschen ae Integrationsfolge wird: 


1 Jolikv) No@hh)—Jq (ib) Ny (ihr) 


as | me) es RCAC ERAGE Se 


Streng genommen, ist die Reihenfolge der Integrationen nur dann vertauschbar, wenn das 
Integral in Gl. (12) konvergiert. Das trifft an sich fiir die in der ersten Randbedingung Gl. (8) 
getroffene Festlegung tiber V(1, z) nicht zu. Um dieser Schwierigkeit zu beseitigen, miiBte zu- 
nachst der z-Bereich, in welchem V(1, z) = 1, nach oben begrenzt werden: 


Via 2) eta Sire es see 


Macht man dann spater den Grenziibergang C — ov, so sieht man, daB die Integrale der Gl. (28) 
wegen der in ihnen enthaltenen Exponentialfunktionen mit negativen Exponenten konvergent 
bleiben, so daB die Ergebnisse aus der Vertauschung der Integrationsfolge giiltig sind. 

Setzt man abkiirzend: 


(2-0) = €, (14) 
1 Pr Jo (ihn) N Ny ik h)—Jo(ikh) Ny(ER1) spe 
NG Ty (i) No (iB A) — Jg (ih) Ny iP) a dk, (15) 
so wird 
= fV(1,¢) W(r, ) dc. (16) 


Wi(r,é) ist vom vorgeschriebenen Potential V(1, z) unabhangig und kann durch Integration 
aus Gl. (15) gewonnen werden. Setzt man den so gefundenen Wert danach in Gl. (16) ein, so ist 
(y,z) im Raum 17h unter Erfiillung der Randbedingungen Gl. (8) bestimmt. Mit 


der Abkiirzung 


P(r, ¥, 2) = Jo (rv) No (hy) —Jo(hy) No (7) (17) 
wird Gl. (15) 
1 hs @p (rv, 7 k, h) int 
Wed== | ee tak. (18) 


<== 00, 


LaBt man 7 gegen 1 gehen, so geht W(r, &) iiber in den Einheitsimpuls: 


Cc 


W(1,é) =. | o¥ dk, 


00) 


eine singulare Funktion, die sich z. B. als Grenzwert aus der sogenannten Glockenkurve definieren 
1aBt [2]: 


0 1 as Se ; e— 8a? 
W(1, €) = lim — | eV am) gk dk = lim ——— . 
20 5 


a>o a—->o 


—=o2 
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Der Grenziibergang aus der immer schmaler und spitzer werdenden Glockenkurve wirkt sich 
so aus, daB schlieBlich W(1, &) fiir € = o unendlich wird und an allen Punkten auBerhalb & = o 
verschwindet, jedoch so, daB 


{Waaede ae 


Die Bedeutung von W(1, &) ist sofort aus Gl. (16) abzulesen: 
Bei der Integration liefert nur die unendlich eng benachbarte Umgebung von ¢ = z einen nicht 
verschwindenden Beitrag. 


V(1,¢) = V(a, z) kann dann als Konstante vor das Integral gesetzt werden, so daB 
lim. 4,(7,2) == V (1, 2). 

Um W(r, &) in seiner allgemeinen Form Gl. (18) zu berechnen, weist man zunachst an Hand 
der Gl. (9) mit m = 2 nach, da8 die Funktionen g(7,7k, h) und (1,7, h) bei einem vollen 
Umlauf um den Ursprung der k-Ebene jeweils in ihre Ausgangswerte tibergehen. Damit erweist 
sich der Integrand von Gl. (18) als eindeutige Funktion von k, und deshalb kann die Methode 
der Partialbruchzerlegung angewandt werden. Da die Nenner-Funktion nur einfache Null- 
stellen k,, besitzt, hat der Quotient nur Pole erster Ordnung. Die Hauptteile der Entwicklungen 
des Quotienten in der Umgebung dieser Pole bestehen nur aus je einem Glied von der Form: 


Tes 
k—k, ; 
Die Residuen R,, bestimmen sich aus dem Grenziibergang: 
. Rk . plr,thk, h) 
lim "_ — jim : : (19) 
kk, k—ky kky gy (1,7, h) 


Der rechts stehende Grenzwert wird in der iiblichen Weise bestimmt, indem der Nenner in seine 
Taylorsche Reihe fiir die Umgebung von k = k, entwickelt wird: 


k—hy (= (1,2, m)] ! 


Tot dk Th 


SE 


9 (1,48, b) = (1, 7k, h) + 
—_——o 


=0 


(20) 


und im weiteren nur das erste nicht verschwindende Glied benutzt wird. Bezeichnet man: 


de(1, y, h) 
vty.) =| 2) 709) Nal) — Fal) Nol 9) 
+h {Jy (hy) Noly) — Joly) Ni (hy) ], (21) 
so wird: 
5 OAD Ia IO) cal elites I) 
egies iptik, kh) ip(ihyh)” 


SchlieBlich lautet die Partialbruchentwicklung des Quotienten in Gl. (18): 


is.2) 


yp (v7, 7k, h) y (7, i Ry, Nh) 1 
p(1,ik,h) > ip (ik, h) k—k, 


(22) 


n=1 


Oder, wenn statt der k, die Wurzeln y, von 


(1, ¥, h) = Joly) No (hy) —Jo (hy) Noly) =0, (23) 
also 7k, = y, eingesetzt werden: 


gy (vr, tk, h) 1 PY, Vy, h) 1 
gy (1, 7k, h) apa tW(Y_, h) k+ ivy : (24) 
Dadurch wird Gl. (18): 
: 1 Sry) eit 
WG Slice 20% Ze, W(Vq» 1) k+iy, die (25) 


Hs 


ie), 
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Zu summieren ist tiber die Gesamtheit aller Nullstellen y,, die, da h reell ist, samtlich positive 
oder negative reelle Gré8en sind [3—6]. 

Die Integrale in Gl. (25) sind bekannt [2]: 


1 eiké == ee (SI fiir E <0 ] 
Wenn 0, ist —— [ - 
Yn > PEGG | 1 Se BB» = oO fiir 0) | 
: (26) 
yaix Pe ake = 0 Tee CaO 
WV emit see=< On Aste | ee le / de veahet a | 
201 k+iy, — evn fiir i= = (Oy } 


Nun ist nach Gl. (9) mit m= 1 g(r, y, h) eine gerade, p(y, 2) eine ungerade Funktion von y: 


py, —, h) = o(7, y, hb) , w(— y, h) = — yy, h). 
Wenn also y,, eine Nullstelle von (1, y, /) ist, so ist auch — y, eine solche. Man kann daher die 
Integrale entsprechender positiver und negativer Nullstellen zusammenfassen : 


Wr.) =Wer, (@—0) =— SED erage, (27) 
pH=1 


(ps h) 


Zu summieren ist nunmehr nur noch tiber sémtliche positiven Nullstellen y, der Funktion 
p(1, y, h). Setzt man Gl. (27) in Gl. (16) ein, so wird die gesuchte Potentialfunktion: 


~ py, Vp» h) | + 
u,(7, 2) = — OS ee | (A 
em V(Vp h) 


jer acs (28) 


wy 


Um eine spater benutzte Formel abzuleiten, wird Gl. (28) auf den Fall angewandt, bei dem 
das Potential auf dem Einheitszylinder so vorgeschrieben ist: 


V (52) 00 Site = Om 

= .fiE (27 O- 
Mit diesen Werten wird uw; (r, z) fiir z > 0 berechnet. Lat man darauf z im positiven Sinne 
unbegrenzt wachsen, so mu das Ergebnis schlieBlich tibereinstimmen mit der aus der ebenen 
Theorie als logarithmisches Potential bekannten Lésung fiir den unendlich ausgedehnten Zylin- 


derkondensator, dessen innerer Zylinder mit dem Radius 1 das Potential + 1, dessen auBerer 
Zylinder mit dem Radius / das Potential o besitzt. Indem beide Ausdriicke gleichgesetzt wer- 


den, folgt: 
<7 G%, Vp» h) 2 1 y 
DG vl B) yp alah (29) 


Ein anderer, zu dieser Gleichung fiihrender Weg ist im Anhang, Gl. (Ag)... (A 21), aufgezeigt. 
Die linke Seite von Gl. (29) erweist sich dabei namlich als die Reihenentwicklung des logarith- 
mischen Potentials nach den Zylinderfunktionen (7, y,, 7). 

Wir gehen nun wieder auf den in Gl. (8) festgelegten Potentialverlauf langs des Einheits- 
zylinders zuriick (siehe Bild 1b). Unter Einsetzung der Gl. (8) in GI. (28) wird das Potential im 
Raum 1 <7 <h; —s <2z Ss berechnet, wobei die Beschrankung in axialer Richtung durch 
den zusatzlichen Index s angedeutet wird: 


co 
co 


My, (Po) 2a aes bes | 1(0) ep! desea" | i) eps dese eo | eps ae] (30) 


VV p» h) 


Die Funktion Me sei im Bereich —s < ¢ <5 in ihre Legendresche Reihe entwickelt. [Siehe 
Anhang, GL{A1)...(A3).mit ¢ = 0.) 


1S) = Po (S/s) + & Py (S/s) + & Po (C/s) + --- (31) 


Die Zahlen é; ¢,; é,;... sind die zunachst unbekannten Koeffizienten, deren Ermittlung das 
Ziel der weiteren Rechnungen ist. 
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Uber die Summe der geraden und die Summe der ungeraden Koeffizienten 1aBt sich allein 
aus den an den Bereichsgrenzen gegebenen Potentialwerten eine Aussage machen. Da namlich: 


fiir gerade n: PG) = 2 a ; (32) 
fiir ungerade 2: P44) =1.P = 1) 
und da andererseits an den Grenzen 
Te 8) Oa (See (33) 
vorgeschrieben sind, so folgt: 
ote tater =a tate tras. (34) 


2 


Setzt man die nach dem Glied 3. Grades abgebrochene Legendresche Reihe Gl. (31) mit den 
Polynomen nach Gl. (A 2), wobei x =¢€ /s, in Gl. (30) ein, so erhalt man nach einfacher Zwischen- 
rechnung unter Beriicksichtigung der Gl. (29): 


In (h/7) ae 2 ae Ree 32) 
Ug s(", 2) = Inh Co 4 cis ee 2S? ef &3 233 21S] 


P(r, Vp h) | 6 302 RET Rte 2 2 6 6 
é e .. te ~? Cof (y, 2) Je | ¢ 4+——4 iets 
ou Byee “8 ya 3° } (Mp ) DARE NR A 3 32 


(Vp, hr) § Vps 


2 2 2 12 oO 10) Li ore —— 
a(=+ 2); o(= + aot )..,—se as a (35) 
Vp ps Shy Sh Vey Yps Vp 


Differenziert man Gl. (35) partiell nach 7 und setzt darauf 7 = 1, so erhalt man — abgesehen 
vom Vorzeichen — die auf dem Spaltzylinder bei Annaherung von auBen her angetroffene 
Radialkomponente der Feldstarke, dargestellt durch die noch unbekannten Koeffizienten e,, 
der Legendreschen Reihe fiir das Potential langs des Spaltzylinders. Unter dem Summenzeichen 
wird mit Beriicksichtigung der Gln. (17) und (A 6): 

eo 2 Jo (hy) 

dy jr=1 we wu Jo(¥p) ; (36) 
Die im Nenner stehende, durch Gl. (21) definierte GroBe y(y,, 2) liBt sich mit den Gln. (A 6) u 
(A 7) auf die Form bringen: 


+ €*° Gin (yp2) 


(37) 


Pp, *) = | an 


mp1 Jo) Jo hyp) |” 
Aus Gl. (36) und (37) folgt fiir die im weiteren mit x(¥,, h) bezeichnete GréBe: 


dol, ¥p, h) Se en oe 
dy Ir Vp VV p» ) ae | Tol) |- ; : (38) 
Jo (h Vp) 


SchlieBlich lautet das abkiirzend mit @,(z) bezeichnete Ergebnis: 


2) = |e] 


UV ph) = — 


= 6 302 
ae Sas h) fe us “352 8" 


aed, sai Dre (39) 
—¢ *#* Co] (%p2) [eo 2 | en(2 | Je ra) 
p 


— 6 °° Gin (yp2)|eu(2 +>) ! e5(2 L 12 : a | =)... 


YpS Ves? 
se e -? | . 
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Wie erwahnt, besteht die Lésung fiir die gesuchten Koeffizienten e, darin, daB die Funktion 
@,(z) langs des Spaltzylinders mit der entsprechenden Funktion @,(z), die sich aus den analogen 
Ableitungen fiir den Innenraum ergeben wird, iibereinstimmen mu. Dabei zeigt sich, daB die 
Darstellung ®,(z) ganz andersartige Summanden als @,(z) nach Gl. (39) enthalt, so daB es nicht 
ohne weiteres méglich ist, aus der Forderung ®,(z) = @,(z) unmittelbar auf die gesuchten 
GroBen e, zu schlieBen. Um zum Ziel zu gelangen, empfiehlt sich daher der folgende Weg: 
Beide Funktionen werden in dem Bereich der Variablen z, in dem sie iibereinstimmen sollen, 
nach dem gleichen System orthogonaler Funktionen entwickelt. Dann kénnen wegen der Ein- 
deutigkeit dieser Entwicklungen die einander entsprechenden Koeffizienten gleichgesetzt werden, 
wodurch das zur Berechnung der ¢, dienende lineare Gleichungssystem gewonnen wird. Aller- 
dings mu8 der urspriingliche Bereich von z einer Beschrankung unterworfen werden. Wie man 
aus Gl. (39) erkennt, divergiert die Darstellung fiir ®,(z) an den Bereichsgrenzen z = + s, eine 
Folge der Spitzenwirkung an den Enden der unendlich diinn vorausgesetzten Elektrodenzylinder. 
Gl. (39) bleibt aber konvergent fiir den eingeengten Bereich: 


Ge =e (40) 


wobei ¢ eine kleine, jedoch nicht verschwindende positive Zahl ist. Wahlt man wieder als Ortho- 
gonalsystem die Legendreschen Polynome, so lautet die Entwicklung fiir ®,(z) in dem nach 
Gl. (40) eingeengten Bereich: 


2g 
a 


@,(z) = Bo Py (, *) ae, (= See hs P,( 


a 


Jace. (41) 


S—E, 


Die Bedeutung der P, (=) und die Berechnung der Koeffizienten B, geht aus den Gln. 
(A1)...(A3) hervor. Aus Gl. (39) folgen nach elementaren Integrationen: 


{ (s—e)? 1 2 6 
B= — pao t a(S a) | + By 20 fgg 
ay s Sit Yp (s—— 8) Byes 6 oF Z 
4 3 S—E ee)" Lee 
3 le oe + 6 ae =}... 
ee 10 (s —e€) —Y,§ | 
+3 320i fs ren a ae Goi y, @ 9 (5) 
%. ‘ 2 (ee eion ess | 
— ein 9 - Gre mal lale tiga) + al type tage tage) Ya) 


5) Sp” Ht — - ee: bags 7 
e [ein Vols ==) E G—«) 7 ¥B6—e 


ber! s—e) Vp (s—e 
Si pe = ES 
— OM ao) (3 (s —e)? | ye x) le (2 T Vp ) 
12 30 30 
= 3 (2 +} Vp s yi st 4 a i} : (45) 
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ee eee en 


II. Innenraum r <1 


Auch hier handelt es sich zunachst um die Aufgabe, bei vorgeschriebenem Potentialverlautf 
lings des unendlich ausgedehnten Einheitszylinders die Potentialfunktion im Innern zu finden. 
Da das untersuchte Gebiet die Achse enthalt, ist als Lésung der Diff.-Gl. (3) nur Jy (¢7) zu- 
lassig, das auch fiir 7 = 0 endlich bleibt. Das gesuchte Potential muB sich allein aus den beiden 
Teillésungen 

Jo kr) ett* (46) 
darstellen lassen. Der Rechnungsgang ist grundsatzlich der gleiche wie fiir den AuBenraum, 
vereinfacht sich jedoch wesentlich durch die Beschrankung auf J) ( #7). 

Das Potential u,(7, z) wird analog zu Gl. (7) als Summe zweier Integrale tiber dk angesetzt, 
die sich mittels Gl. (9) zu einem Integral mit einer unbekannten Funktion F(k) zusammen- 
fassen lassen. Die erste Randbedingung Gl. (8) liefert mit u,(1, z) = V(1 z) durch die Laplace- 
Riemannsche Umkehrung die Lésung fiir F(A), die, in den allgemeinen Ansatz eingefiihrt, ergibt: 


u(r, 2) = J V(1,¢) U(r, 8) dc, (47) 
worin neben der Abkiirzung Gl. (14) 
r Lk ae 
Ae | (48) 
2 A 


gesetzt ist. U(r, &) hat mit der analogen Funktion W(r, &), GI. (18), die Eigenschaft gemeinsam, 
fir 7 = 1 in den Einheitsimpuls iiberzugehen. 

Auch in Gl. (48) ist der Integrand wieder eine eindeutige Funktion von k, die Nennerfunktion 
hat wieder einfache Nullstellen, so daB die Partialbruchentwicklung wie oben ebenfalls sich nur 
aus eingliedrigen Hauptteilen der Entwicklungen in der Umgebung der Pole zusammensetzt. 
Die in der gleichen Weise wie oben durchgefiihrte Residuenbestimmung, die Verwendung der 
Gl. (26) und die Beachtung der Symmetrie- bzw. Unsymmetrieeigenschaften von J(x) bzw. 
J,(x) fithren auf: 

1 Jo” % 5) —x,\2-¢) 


Tale) (49) 
p=1 


Utr,é) = Ulr, (@=¢) = 
Dabei erstreckt sich die Summe tiber sémtliche positive Nullstellen x, von Jo(x). Fiihrt man 
Gl. (49) in Gl. (47) ein, so wird: 


oo 


| Viagele See. (50) 


1 So” %p) 
~ et Sal) 


Aus Gl. (50) folgt, wenn man. V*(1, 2) = 1 fiir — 0 <zS o setzt, die zur Vereinfachung 
spaterer Darstellungen dienende Formel: 


u; (r, 2) = 1 oes (” %») = : (51) 


da auch das Potential im Innern den konstanten Wert 1 annehmen muB. Diese Glcichung ergibt 
sich auch, wenn man die im Bereich o < 7 <1 definierte konstante Funktion /(v) = 1 in ihre 
Fourier-Besselsche Reihe nach den Funktionen J,(7 x,) entwickelt. 

Unter Zugrundelegung der ersten Randbedingung Gl. (8) wird nun mittels Gl. (50) das Poten- 
tial im Raum 0 7 <1; —s XzS<s berechnet: 


n= Se ke [ nee ag ef | eer at + eo" | mr ae], (52) 


p=i Be : s 


& 


Die unbekannte Funktion /(¢) wird wiederum in Form der Reihe Gl. (31) gema8 Gl. (A 1) 
bis (A 3) mit ¢ = o eingefiihrt. Beriicksichtigt man wieder die Glieder bis zum 3. Grade und 
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beachtet Gl. (51), so wird: 


z She 1 Be By ce Y X, 6 02 
U;,(7, 2) = & + & — 4 ea( es Sens > aN Te) Dorn ap Os : ee 
S ; (%») x5 S* xp 
p=1 


23% 25 


2 ‘ 2 12 30 30 sees oy eo 
als | tea) ! es(” Beet ).J+ee a i: (53) 


3 2 43 
XS Xps 


Durch partielle Differentiation nach 7 und Ubergang zu 7 = 1 findet man die zu @,(z), Gl. (39), 
analoge Funktion @,(z): 


Ou; (7, 2) 
®,(2) a = a ies | 
= 6 302 prs 6 6 
— é é a e BG, - + — 
2 aps 3 43 38 ¥ Coj (%p 4) | 0 2.7] as(2 eyes re ns | (54) 
pap 2 12 30 30 —x, (s—z | 
e P Sin (%,2)/e (2 +2) | es(2 | poe Sale eae 3 | 


In derselben Weise, wie es unter I. mit ®,(z) geschah, wird nun auch die Funktion @®,(z) in dem 
gemaB Gl. (40) eingeengten Bereich in ihre Legendresche Reihe entwickelt: 


vA a a 
O,(z) = Ao P,(,)+ A, P,(}+ Reacts pars P,()+ edi (55) 
Die Koeffizienten A, ergeben sich zu: 
= 6 —x,5 Sin %, (s —é) 6 6 
age lessee <2 p % =D 0 2 : ea(2 | Xp s { a i}. (56) 
je < f 10 (s —e) rt ; 1 
die sc seg is 6° \Coj x, (s eet 
‘ 1 12 30 30 
= —%,5 | ms 1 3 
Aes Sf e ein x, (s ee | ices?) 
. 3 6 6 
— Co} X, (s —e) > E é =| le 2+ ey (2 4- = + aa oe | 5 (58) 
— —£, Ss J | 15 
SSN eee oF x, ( é) les aan) 
Bey 6 15 
ae (3 ce roe! 
B 12 30 30 


III. Bestimmung der Potentialfunktion im gesamten Raum 0 <r Sh 
aus den Ergebnissen I. und II. 


Aus den Ableitungen unter I. und II. ersieht man, daB die Koeffizienten der unendlichen 
Legendreschen Reihen fiir die radiale Ableitung des Potentials auf der Trennflache sowohl bei 
Anniaherung von au8en als auch von innen Linearkombinationen der unbekannten Entwicklungs- 
koeffizienten des Potentials lings des Spaltzylinders darstellen. Indem man die Koeffizienten 
B, und A, mit gleichem Index einander gleichsetzt, entsteht deshalb ein System unendlich 
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vieler linearer Gleichungen, aus denen die unendlich vielen Unbekannten e, bestimmt werden 
kénnen. Mit ihrer Kenntnis ist mit Riicksicht auf die Gln. (28) und (50) die gesuchte Potential- 
funktion im gesamten Gebiet bekannt. 

In praktischen Zahlenrechnungen werden die unendlichen Reihen nach einer geeigneten Zahl 
von Gliedern abgebrochen und das unendliche Gleichungssystem auf ein endliches reduziert. 
Die Auflésung wird wesentlich erleichtert durch den Umstand, daB die aus den Koeffizienten 
B, und A, mit geradem Index gewonnenen Gleichungen nur die Unbekannten ¢, mit geradem 
Index u enthalten. Das gleiche gilt auch fiir die ungeraden Zahlen vy und ». Dadurch zerfallt 
das gesamte Gleichungssystem in zwei voneinander unabhangige Systeme. 

Nun wurde zwar aus Griinden der Konvergenz fiir die Entwicklungen @®,(z), Gl. (41), und 
@,(z), Gl. (55), der nach Gl. (40) eingeschrankte Bereich zugrunde gelegt. Dadurch weist die 
gefundene Lésung eine gewisse Abweichung von der exakten Potentialfunktion auf. Jedoch 
laBt sich dieser Fehler durch entsprechende Wahl der Zahl ¢ beliebig klein halten. 

Die aus dem Gleichsetzen B, = A,, vy = 0;1;2;... gewonnenen Gleichungen lassen sich 
gegentiber den Darstellungen Gl. (42) -- - (45) und (56) --- (59) auf eine zur numerischen Aus- 
wertung geeignetere Form bringen, die im folgenden nur kurz skizziert werden soll. Zunachst 
werden die Hyperbelfunktionen Go) und @in durch die zugehérigen Exponentialfunktionen er- 
setzt. Alle nicht in den Argumenten von Goj und in vorkommenden 


(s — a)? = s? (1 — x), ee 


werden fiir positive g durch ihre endliche, fiir negative g durch ihre unendliche, an geeigneter 
Stelle abgebrochene binomische Entwicklung dargestellt. Fiir die auf diese Weise entstehenden 
unendlichen Reihen laBt sich aus dem asymptotischen Verhalten der Nullstellen x, und Vp 
sowie der GréBen y(y,, 2) bei unbegrenzt wachsendem # die Konvergenz nachweisen. 

Von grundlegender Bedeutung fiir die Zahlenrechnungen ist die Frage der Summierung der 
unendlichen Reihen. Diese kann in der Weise erfolgen, daB jeweils die Summe der ersten (N — 1) 
Glieder direkt berechnet, die Summe der restlichen unendlich vielen Glieder mit f= N... co 
mit Hilfe der Eulerschen Summenformel bestimmt wird. Der monotone Gang im asymptotischen 
Verhalten der x,, y, und y(¥,, 2) erlaubt dabei die Angabe einer oberen und einer unteren Grenze 
fiir den zweiten Summanden. Die Eulersche Summenformel enthalt als asymptotische Reihe 
die einfache Abschatzung fiir das Restglied, daB dieses kleiner als das erste vernachlassigte 
Glied ist. Durch entsprechende Wahl von N kann nun dieses Restglied sowie die Differenz der 
beiden Grenzwerte praktisch beliebig klein gehalten werden. Dadurch ist es méglich, die ge- 
suchten Summen der unendlichen Reihen mit jedem gewtinschten Grad der Annadherung zu 
bestimmen. 


Anhang 


Die Legendresche Reihe einer im Bereich — (s —¢) <¢ SX (s —eé); e <ss definierten inte- 
grablen Funktion von beschrankter Schwankung /(¢) lautet: 


f(0) = a5 Po(=*) +4 Px(a) +--+ 4, P(e) +o. (A 1) 
Die P,, (¢/(s —e)) sind die Legendreschen Polynome: 
Po(x) = 1 P,(x) = —[5 x8 — 3.4] 
ey ae: P,(x) = = [35 #4 — 30.27 4 3] (A 2) 
P(x) = = [StS ee ae | 
; tt i 1) P (as A 
“2 (s—é) "\s—e ; (A 3) 
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Aus der Definition der Zahlen y,,, als positive Wurzeln der Gleichung: 


9,(1, y,h) = J,ly) N, (hy) — J, (hy) N,(y) = 0 (A 4) 

und aus der allgemeinen Funktionalgleichung: 

2 
FAC) Nya) — Jal) Ny(C) = 25 (A 5) 
folgen die Formeln: 
2 Iv hv) 

fi (h Vy», ») Nyirlvy, 9) as J vsa(¥v, 0) NG (h Vy, ») ae a Vy, p Typ) ? (A 6) 
Tone) Noss F9%n2) — Fora 09s 9) Nil) = —aqa— Peet (A7) 
» Vy, p ot1 Vv, p pt1 Vy, p v Vy, p is ah Vy, te (h Vy, B) ? 7 
Tri. 09,2) Noi Yn,e) Io Yn) Nova t Inp) = say (A 8) 


Die Funktionen: 


V7 pl", Vv, p» h) a yr Uy (7 yp) Ni (h V»,p) = fe ds (1 Vy, p) iN (7 Veg) | ? p a1, 62, 3; ies (A 9) 


bilden im Bereich 1 <7 </ ein Orthogonalsystem: 
h 


S17 PAT, V0) PAT, Wr, A) r= 0 fir pp AQ. (A 10) 


Multipliziert man zum Nachweis dieser Beziehung nach dem Einsetzen von Gl. (Ag) aus, so 
entstehen Produkte zweier Zylinderfunktionen mit verschiedenen Parametern in den Argumenten. 
Auf diese Produkte kann die allgemeine Formel: 


| Z(t) BBO) a = ope (BE Z, 2) Ba (BO) ab Za 0) 8, (BO) (Ara) 


angewandt werden. Das Integrationsergebnis laBt sich auf die Form der Summe zweier Glieder 
bringen, die mit den Faktoren 


Pr(1, Vy, p72) =O bzw. 9, (1, Wo 2) =O 


multipliziert sind, so daB sich tatsachlich Gl. (A 10) ergibt. 

Auf Grund der Gl. (A 10) 1a8t sich analog zur Fourier-Besselschen Reihe, die im Bereich 
0 <7 X11 gilt, eine Reihenentwicklung nach den Funktionen q,(7, y, ,, 2); 6 = 132; 33...5 
y reell und = o, fiir eine im Bereich 1 <7 < h definierte willkiirliche Funktion von beschrankter 
Schwankung aufstellen: 


H0) = By alts Yo) (A122) 


Auch hier lassen sich die Koeffizienten ay in der Fourierschen Weise bestimmen, indem man 
beide Seiten der Gl. (A 12) mit 7 9,(7, y, ,, 2) multipliziert und zwischen 1 und / integriert. LaBt 
man gq alle Zahlen 1; 2; 3;... durchlaufen, so folgt mit Riicksicht auf Gl. (A 10): 

h 


fr H1) G7, Vv,p 2) Ar. (A 13) 
h)}? dr 


1 


1 


5 Th 
S17 (PA, Vv, » 
1 


Um das Integral im Nenner zu berechnen, wird wiederum Gl. (A 9) eingesetzt und quadriert. 
Dadurch entsteht im Integranden eine Summe von Produkten zweier Zylinderfunktionen gleichen 
Arguments. Auf diese Produkte wird die allgemeine Formel angewandt: 

cs / 

Ue, ) Bo lat) + Zon (02) Bran (2) 
v 
ae 


[ 2,2) & (ae) ae = 
2 (0) Ba (6) + Zyes (0) By (2 0)]} (A 14) 
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die auch im Falle 8, («¢) = Z, (« €) gilt. Mit Beriicksichtigung von 9,(1, ¥, », 4) = 0 sowie der 
Gln. (A 6) und (A 8) wird: 
h ; 
; Slee ia (oo) i fis 
J tes Yop MPa mene RTE a | pe 


Damit geht Gl. (A 13) tiber in: 
h 


Ae (9p) ¥ HP) Gl, dp, ps 2) Ar (A 16) 


orci 
J v(», p) 1 
Mit den Gln. (A 12) und (A 16) laBt sich zeigen, daB Gl. (29) identisch ist mit der Reihen- 
entwicklung des logarithmischen Potentials: 


1 Y 
/(”) = =D on 


L 


(A 17) 


nach dem System der Funktionen 9,(7, y,,,, 2) bei »= 0. La®t man der einfachen Schreib- 
weise wegen — wie es auch oben geschehen ist — den Index v = 0 bei @p und Yo, weg, so lautet 
nach Gl. (A 16) das zur Koeffizientenbestimmung zu berechnende Integral: 

h h 

; iw aff Y 
[ +10) e079 8) dr = — 55 | In | Tu 9) No lh 99) — oh 9p) Nor ll Ar (A 18) 


1 1 


Fiir eine Zylinderfunktion mit dem Index o findet man durch Teilintegration die allgemeine 
Formel: 


[ 61 Zoe) ao =F m2, (00) +20 (WE) (A 19) 
Durch einfache Zwischenrechnung liefert Gl. (A 16) unter Benutzung der Gln. (A. 4) und (A 6): 
14 
i re FP Leth) fore) 
Jo (2 ¥p) Jo(%p) 
so daB schlieBlich: 
1 y ~ 
iy) =, 1; = Pier, ee (A 21) 


Jo (h Vp) Jo(Vp) 
Beriicksichtigt man Gl. (37), so ergibt sich die Ubereinstimmung der Gl. (A 21) mit Gl. (29). 


Literatur 


[1] Bertram, S.: Calculation of Axially Symmetric Fields. J. Appl. Phys. Bd. 13 (Aug. 1942). — [2] Camp- 
BELL, G. A., u. R. M. Foster: Fourier Integrals for Practical Amplications, Am. Tel. a. Telegr. Comp. 1931. — 
[3] Watson, G. N.: A Treatise on the Theory of Bessel Functions, 2. Aufl., Cambridge 1952. —- [4] KALAHN#, A.: 
Z. Math. u. Phys. Bd. 54 (1907) S. 55—86. — [5] Carstaw, H.S., u. J. C. JAEGER: Conduction of Heat in 
a Oxford Univ. Press, 2. Impr. 1948. — [6] JAHNKE-EmpE: Tafeln héherer Funktionen, 4. Aufl. Leipzig 
1948. 


Abgeschlossen am 12. Februar 1959 


OCELIT-VARISTOREN 
spannungsabhdngige Widerstande 


fiir Funkenléschung und 
Funkentstorung (UKW+Fernsehbereich 


Multiflex- Galvanometer 
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Registrierinstrumente aller Art werden in steigendem MaBe in Technik und Wissenschaft eingesetzt. 
Sie dienen insbesondere der Rationalisierung und Kontrolle in Produktions- und Energiebetrieben, er- 
méoglichen die Dokumentation von MeSwerten und die Erfassung rascher bzw. seltener Ereignisse. 

Das vorliegende Buch soll einen zusammenfassenden tiberblick. uber die Registriermethoden, die tech- 
nischen Ausfiihrungen und die Anwendungsméglichkeiten von Registrierinstrumenten vermitteln und 
vor allem dem Instrumentenbenutzer dienlich sein. Die 2. neubearbeitete Auflage behalt im wesentlichen 
die frithere Einteilung bei, tragt jedoch den Neuheiten Rechnung. Insbesondere sind moderne mecha- 
nische Registrierinstrumente, raumsparende Schreiber, leistungsfahige Licht- und Kathodenstrahl- 
oszillographen, direktschreibende Schnellregistriergerate und elektronische Kompensographen berick- 
sichtigt. 

Das Bach behandelt zunachst die Bauelemente der Registriergerate, wie Schreiborgan, Schreibflache, 
Triebwerk und MeBwerk nebst Ubertragungsorganen. AnschlieBend werden technische Ausftthrungen 
in groBer Zahl beschrieben. Ein letztes Kapitel enthalt der Anwendungstechnik entnommene Beispiele. 
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stungstransformatoren mit Anzapfungen. —- Umschaltbare Leistungstransformatoren. — Schalt- 
gruppenkontrolle von Drehstrom-Leistungstransformatoren. —- Phasenkontrolle von Drehstrom- 
Leistungstransformatoren. — Einphasen-Schaltungen. —- Zweiphasen-Schaltungen. — Umwandlung 
von Stromarten. — Die V-Schaltung. — Vierphasen-Schaltungen (Schaltung von Transformatoren fir 
Vier-, Zwei- und Einphasenverbraucher). — Sechsphasen-Schaltungen. — Zusammenfassung der Mehr- 
phasen-Systeme. — Literaturverzeichnis. — Sachverzeichnis. 


Dieses Buch behandelt erstmalig in exakter Form die Schaltung der Leistungstransformatoren und um- 
faBt ein Gebiet, das von der einfachen bis zu der komplizierten Schaltung der Wicklungen und ihrer Kom- 
binationen reicht. 


Beginnend mit den Grundgesetzen der Transformation, werden die Beziehungen zwischen den elektrischen 
Potentialen der Wicklungen und den Spannungsvektoren ermittelt und Regeln fiir die Konstruktion 
von Potentialdiagrammen aufgestellt. Die Entwicklung der transformatorischen Schaltungen mit den 
dazugehérigen Diagrammen wird systematisch und anschaulich durchgefiihrt; es wird gezeigt, wie man 
mit Hilfe der festgestellten GesetzmaBigkeiten neue Schaltungen entwerfen und fiir besondere Zwecke 
verwendbar machen kann. 


Das Hauptgewicht liegt in der Behandlung der Drehstrom-Leistungstransformatoren mit zwei Wick- 
lungen, wobei samtliche ermittelten Schaltgruppen in einem Gruppenplan zusammengefaBt werden. 
Durch die Anwendung der doppelten und zyklischen Phasenvertauschung wird eine Erweiterung dieses 
Planes erzielt und so ein umfassender Uberblick gegeben. 


AnschlieBend werden Leistungstransformatoren mit Anzapfungen und umschaltbare Leistungstrans- 
formatoren sowie die Schaltgruppenkontrolle und Phasenkontrolle behandelt. Die eingehende Beschrei- 
bung der Einphasen- und Mehrphasenschaltungen und der Gleichrichtertransformatoren bilden den 
SchluB des Buches. 


Friiher erschien: 


Betrieb und Anwendung 
von Leistungs- und Regeltransformatoren 


Von Dipl.-Ing. Fritz Andé, Berlin 


Mit 208 Abbildungen. IV, 319 Seiten 8°. 1954. Ganzleinen DM 33,— 


Aus den Besprechungen : 


,,Die theoretischen Grundlagen sind — gewissermaBen zur Auffrischung der Schulkenntnisse — so weit 
behandelt, als es zum Verstandnis der Wirkungsweise notig ist. Darauf aufbauend wird auf Spezial- 
transformatoren, wie Spar-, Zusatz- und Regeltransformatoren eingegangen. Fast die Halfte des Werkes 
ist dabei den Regeltransformatoren, insbesondere den verschiedenen Schaltverfahren und Konstruk- 
tionen der Stufenregeleinrichtungen vorbehalten. Dieser Abschnitt bringt eine solche Mannigfaltigkeit 
von Ausfiihrungen, daB er auch iiber den Kreis der Betriebsfachleute hinausgehend von Wert ist. Ein 
Abschnitt ,,Hilfseinrichtungen‘‘ unterrichtet tiber Transformatorenkessel, Kihlungseinrichtungen, 
AusdehnungsgefaBe und den Buchholzschutz. Der Abschnitt ,,Betrieb‘‘ befaBt sich neben Wirtschaft- 


lichkeit, Erwarmung bei den verschiedenen Betriebsarten und anderem besonders ausfiihrlich mit der 
Lastaufteilung im Parallelbetrieb, u. zw. werden auch die Verhaltnisse bei abweichenden KurzschluB-— 


spannungen oder Ubersetzungsverhaltnissen dargelegt, was sonst kaum so eingehend zu finden ist. 
SchlieBlich sind die erforderlichen Revisionen der Transformatoren und die Pflege des Oles behandelt.“ 


Osterveichische Zeitschrift fiiv Elektrizitdtswirtschaft 


SPRINGER-VERLAG -BERLIN-GOTTINGEN.HEIDELBERG. 


Verantwortlich fiir den Textteil: Prof. Dr.-Ing. J. Fischer, Karlsruhe, Schirmerstr. 6, Prof. Dr.-Ing. W. Niirnberg, Berlin-Charlottenb 
Technische Universitat; fiir den Anzeigenteil: Giinter Holtz, Berlin- Wilmersdorf, Heidelberger Platz 3.— S sideersVenlax? Berlin) 
Gottingen/Heidelberg.— V/12/6 I (KB/Z 039) — Printed in Germany 
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